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Introduction

Le traitement du signal est associ�e �a l��emergence d�une nouvelle �mati�ere
premi�ere�� �el�ement essentiel de l�environnement de l�homme du XXe si�ecle �
l�information� Cette nouvelle discipline se situe au point de convergence des
math�ematiques� qui lui fournissent un cadre conceptuel� de la physique� qui
d�ecrit les vecteurs de transmission de l�information� de l��electronique et de
l�informatique� qui concourent aux d�eveloppements des techniques mat�erielles
et logicielles�

Le traitement du signal a fond�e sa probl�ematique sur la th�eorie des pro�
babilit�es� sur l�analyse fonctionnelle et sur l�analyse num�erique� Ces disciplines
sont le cadre naturel de la mod�elisation en traitement du signal�

La th�eorie des probabilit�es a �et�e particuli�erement mise �a contribution
pour construire les mod�eles utilis�es en traitement du signal� Cette branche
tr�es riche des math�ematiques a �et�e tr�es d�evelopp�ee depuis son origine dans
la �th�eorie des jeux� pratiqu�ee d�es le XVIIe si�ecle par les pr�ecurseurs que
furent Bernouilli� Fermat� Pascal et bien d�autres� � � Les concepts de base de
la th�eorie des probabilit�es sont les notions de variable al�eatoire et de fonction
�signal	 al�eatoire� Ces grandeurs sont d�ecrites compl�etement �a travers des lois
�ou densit�es	 de probabilit�e� On se limite bien souvent �a une description donn�ee
par les moments�

La plupart des r�esultats m�ethodologiques et des techniques de traite�
ment du signal sont fond�es sur une description simpli��ee des signaux faisant
appel aux moments d�ordre 
 et �� Les fonctions de corr�elation et les densit�es
spectrales de puissance �spectres	 en sont les outils de base� Ces grandeurs
jouent un r�ole essentiel dans la description de signaux dans tous les domaines
d�application et dans la d�e�nition d�op�erateurs fondamentaux � �ltre adapt�e�
�ltre de Wiener� �ltre de Kalman� � � Le statut particulier des signaux gaussiens�
qui sont tr�es r�epandus et pour lesquels la description �a l�ordre � est compl�ete�
a largement contribu�e �a la di�usion des techniques de traitement limit�ees �a
l�ordre ��

Le d�eveloppement des moyens de traitement a permis dans un pass�e
r�ecent de prendre en compte une description plus subtile des signaux en uti�
lisant des statistiques d�ordre sup�erieur �a �� Le cadre conceptuel est d�ej�a
tr�es riche� Les probabilistes ont depuis longtemps d�evelopp�e une approche






� Introduction

g�en�erale des variables et des fonctions al�eatoires� On peut trouver le fonde�
ment de ces mod�elisations dans �
�� ��� ��� ��� �
� ��� 

��� Le fort courant de
recherche sur ces nouvelles m�ethodologies qui se d�eveloppe depuis une quin�
zaine d�ann�ees a suscit�e une s�erie de colloques internationaux consacr�es aux
statistiques d�ordre sup�erieur �
� �� �� �� ��� et de nombreuses revues scien�
ti�ques leur ont consacr�e des num�eros sp�eciaux ��� �� 
� �� 
�� 

� 
��� Ces �etudes
d�ebouchent sur de nouveaux algorithmes de traitement dans de nombreux
domaines d�applications� Citons l�astronomie o�u sont apparues les premi�eres
techniques d�ordre sup�erieur� la prospection sismique et les communications qui
ont �et�e un puissant moteur de d�eveloppement des techniques de d�econvolution
aveugle� et plus g�en�eralement la g�eophysique� le contr�ole non�destructif� les
vibrations� la parole� le radar� le sonar� � �

Avant d�aborder l��etude des nouvelles descriptions de la r�ealit�e exp�eri�
mentale utilisant les statistiques d�ordre sup�erieur� il est bon de s�interroger
sur l�opportunit�e de ces d�eveloppements�

La question est importante et la r�eponse ne peut �etre que conjecturale�
A l�a�rmation indiscutable du caract�ere plus g�en�eral de cette approche� on
voit objecter �a juste titre la complexit�e accrue� et plus fondamentalement�
l�applicabilit�e douteuse� Le mieux peut �etre l�ennemi du bien� Nous proposerons
de relever ce d�e� en restant avertis des risques qu�il contient� mais qui sont
somme toute associ�es �a toute innovation� � �

Parmi les raisons invoqu�ees �a l�appui de l�utilisation des SOS� outre leur
plus grand degr�e de g�en�eralit�e� nous pensons que l�argument le plus solide est
la possibilit�e qu�elles o�rent de r�esoudre des probl�emes non accessibles �a l�ordre
� � nous citerons la s�eparation de sources sans mod�ele a priori� la d�econvolution
aveugle ou encore le �ltrage non lin�eaire�

Laissons aux applications et �a l�avenir le soin de trancher� Et consacrons
nous �a l��etude des SOS qui nous introduiront dans un monde de nouvelles
techniques de traitement� et nous apporteront de grandes satisfactions intel�
lectuelles �a la mesure de leurs myst�eres� � �



Introduction �

Guide de lecture

Le but de cet ouvrage est de donner un panorama des innovations intro�
duites au niveau des concepts� des m�ethodes et des applications par l�utilisation
des statistiques d�ordre sup�erieur �a deux� Nous avons eu le souci constant de
montrer comment ces nouvelles m�ethodes se situent dans la ligne des tech�
niques classiques d�ordre deux� Cette approche ne constitue pas une remise en
cause des acquis essentiels du traitement du signal� mais un approfondissement
de ses capacit�es de description et d�interpr�etation de notre environnement dans
toutes ses composantes�

Nous d�ebutons par une introduction aux statistiques d�ordre sup�erieur
suivie par les deux parties constituant le corps de l�ouvrage� Dans les parties

 et � nous pr�esentons successivement les statistiques d�ordre sup�erieur ap�
pliqu�ees aux signaux �a une dimension� issus de la mesure r�ealis�ee sur un seul
capteur� et aux signaux �a plusieurs dimensions� obtenus en utilisant un r�eseau
de plusieurs capteurs constituant une antenne�

Le chapitre 
 est une introduction aux statistiques d�ordre sup�erieur qui
traite essentiellement des principaux outils utilis�es dans les techniques d�ordre
sup�erieur � les moments et les cumulants� Cette pr�esentation sommaire a pour
objectif de donner au lecteur les �el�ements math�ematiques indispensables �a la
suite de l�expos�e� accompagn�es des m�ethodes �el�ementaires d�estimation des mo�
ments et des cumulants d�ordres sup�erieurs� Les lecteurs qui veulent p�en�etrer
plus avant dans ce domaine de la th�eorie des probabilit�es pourront se reporter
aux nombreux ouvrages qui pr�esentent cette mati�ere tr�es riche�

La premi�ere partie est consacr�ee aux signaux �a une dimension� Elle
d�ebute par la pr�esentation des outils de base pour la description des pro�
pri�et�es d�ordre sup�erieur � les multicorr�elations et les multispectres� qui font
l�objet du chapitre �� Nous insistons sur les particularit�es introduites par
les signaux �a valeurs complexes que l�on rencontre dans plusieurs domaines
d�applications� Nous donnons �egalement les techniques d�estimation des mul�
ticorr�elations et des multispectres� et nous caract�erisons ces mesures par leurs
propri�et�es d�ordre 
 et � � moyenne et variance� Dans le chapitre �� nous
d�eveloppons les m�ethodologies introduites par les statistiques d�ordre sup�erieur
dans l�identi�cation de syst�emes lin�eaires� en insistant sur la possibilit�e� issue
de l�utilisation des SOS� de r�ealiser une identi�cation aveugle� Cette nouvelle
technique� d�ej�a mise en �uvre dans les syst�emes de communication� en as�
tronomie et en prospection sismique� peut �etre �etendue �a de nombreux autres
domaines � contr�ole non destructif� applications biom�edicales� � � Le chapitre �
donne la description des propri�et�es d�ordre sup�erieur des signaux cyclostation�
naires et plus g�en�eralement non stationnaires� Ce domaine tr�es riche s�inscrit
dans la ligne des �etudes sur les repr�esentations temps�fr�equence qui sont un
des �eurons de la th�eorie du signal conduisant �a de multiples applications�
Dans ce th�eme nous ouvrons des pistes de recherches qui devraient conduire
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�a de nombreux d�eveloppements� Le domaine tr�es vaste et encore largement
m�econnu de l�identi�cation de syst�emes non lin�eaires est trait�e au chapitre ��
�a travers l�exemple des �ltres de Volterra� L�extension de la technique standard
de minimisation de crit�eres quadratiques donne une �el�egante solution formelle
aux probl�emes d�identi�cation de �ltres non lin�eaires� Nous montrons la fais�
abilit�e de ces m�ethodes qui requerront encore de nombreux e�orts avant de
d�eboucher sur des solutions pratiques bien ma��tris�ees�

La deuxi�eme partie traite des signaux �a plusieurs dimensions re�cus sur un
r�eseau de capteurs ou sur une antenne� Dans le chapitre � nous montrons� �a par�
tir des techniques classiques de traitement d�antenne� les possibilit�es apport�ees
par les statistiques d�ordre sup�erieur� Le chapitre � sur la s�eparation de sources
fait le point sur une m�ethode d�analyse des signaux dont le d�eveloppement
a �et�e fortement impuls�e par les statistiques d�ordre sup�erieur� Cette partie
est illustr�ee par des simulations en s�eparation de sources simul�ees ou r�eelles
�signaux de parole	 et dans le vaste domaine de la r�eduction de bruit� Ces
nouvelles techniques sont �a l�origine de m�ethodologies d�ebouchant sur de nom�
breux domaines d�applications � e�et cocktail�party� t�el�ephonie mains libres�
radar� sonar� contr�ole� diagnostic� � �

Sur la terminologie

Deux expressions tr�es employ�ees dans cet ouvrage nous ont pos�e des
probl�emes s�emantiques et grammaticaux�

Nous avons convenu de consid�erer l�expression �ordre sup�erieur� comme
un terme g�en�erique d�e�nissant l�ensemble des propri�et�es statistiques d�ordre
sup�erieur �a �� Nous utilisons donc cette expression au singulier� sauf quand
nous faisons r�ef�erence explicitement aux �el�ements de cet ensemble�

La litt�erature concernant les statistiques d�ordre sup�erieur utilise
indi��eremment les mots polyspectre ou multispectre pour quali�er les
repr�esentations spectrales d�ordre sup�erieur des signaux� Nous avons choisi
la d�enomination multispectre qui allie deux termes ayant une racine latine�
contrairement �a la d�enomination polyspectre� qui accouple une racine grecque
�a une racine latine  



Chapitre �

Introduction aux Statistiques

d�Ordre Sup�erieur

Les Statistiques d�Ordre Sup�erieur �a � �SOS	� autrement dit les mo�
ments et cumulants d�ordre sup�erieur �a �� sont utilis�ees essentiellement en
compl�ement aux statistiques d�ordre �� Elles donnent une description plus
compl�ete des donn�ees et de leurs propri�et�es� Les SOS permettent la r�esolution
de probl�emes insolubles �a l�ordre �� Elles ont �et�e �egalement utilis�ees pour
am�eliorer les solutions �conditionnement� identi�abilit�e� � � 	 d�ej�a apport�ees par
les techniques classiques� Les multicorr�elations et les densit�es multispectrales
que l�on d�e�nira au chapitre � sont issues des SOS de variables al�eatoires mul�
tidimensionnelles�

Ce chapitre a pour but de donner les d�e�nitions et les propri�et�es
n�ecessaires �a l�introduction des SOS� Nous proposons �egalement quelques
�el�ements de la th�eorie de l�estimation des statistiques d�ordre sup�erieur�

Nous ne pr�esentons dans ce chapitre que le mat�eriel n�ecessaire pour la
suite de l�ouvrage� Des traitements plus d�etaill�es sont disponibles dans des
ouvrages plus sp�ecialis�es que nous citons tout au long du texte�

��� Variables al�eatoires r�eelles scalaires

Soit x une variable al�eatoire �a valeurs r�eelles �le cas de variables �a valeurs
complexes sera abord�e dans la section 
��	� Fx�u	� fonction de r�epartition de x�
est la probabilit�e d�apparition de la variable al�eatoire dans le segment ���� u��
Lorsque x admet une densit�e de probabilit�e px�u	� alors dFx�u	 ! px�u	 du� La
densit�e de probabilit�e px�u	 est positive et a pour somme l�unit�e� Lorsque la
fonction de r�epartition Fx�u	 est une fonction en escalier� elle n�admet pas de
densit�e au sens des fonctions� mais au sens des distributions�

Les moments g�en�eralis�es de x sont d�e�nis pour toute application r�eelle g

�
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par

E �g�x	� !

Z ��

��
g�u	 px�u	 du�

On utilise souvent des fonctions polyn�omiales g�u	� conduisant aux moments
�classiques� de di��erents ordres� tels que la moyenne ou le moment d�ordre ��
En utilisant des fonctions exponentielles� on associe aux variables al�eatoires
des fonctions caract�eristiques�

La premi�ere fonction caract�eristique de x est

"x�v	 ! E � e�vx � � �
�
	

o�u � d�esigne la racine de �
� Lorsque la variable al�eatoire x admet une densit�e
de probabilit�e px�u	� la premi�ere fonction caract�eristique "x�v	 est sa trans�
form�ee de Fourier

"x�v	 !

Z ��

��
e�vu px�u	 du�

Dans ce cas� on retrouve la densit�e de probabilit�e �a partir de la premi�ere
fonction caract�eristique par transformation de Fourier inverse

px�u	 !



��

Z ��

��
e��vu "x�v	 dv�

La fonction caract�eristique est continue en tout point et vaut 
 �a l�origine�
Elle est donc non nulle dans un voisinage de l�origine� sur lequel on pourra
d�e�nir son logarithme n�ep�erien

#x�v	 ! log� "x�v	 	�

Cette fonction est appel�ee seconde fonction caract�eristique�

����� Moments et cumulants

Notons �
x �r�

les moments d�ordre r de x� lorsqu�ils existent�

�
x �r�

! E �xr � �

et ��
x �r�

les moments centr�es

��
x �r�

! E
h

�x� �
x ���

	r
i
�

Les fonctions caract�eristiques d�ecrivent compl�etement la variable al�eatoire �a
laquelle elles sont associ�ees� En d�eveloppant e�vx dans l�expression �
�
	 au
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voisinage de l�origine et en identi�ant avec le d�eveloppement de Taylor de la
premi�ere fonction caract�eristique� on obtient les moments

�
x �r�

! ���	r dr"x�v	

dvr

����
v��

! E�xr��

Les d�eriv�ees de la seconde fonction caract�eristique� prises �a l�origine� d�e�nissent
les cumulants

�
x �r�

! ���	r dr#x�v	

dvr

����
v��

! Cum�x� x� � � � � x��

qui sont les coe�cients du d�eveloppement en s�erie de Taylor de la seconde
fonction caract�eristique�

Remarque sur les notations Il est important de prendre garde aux no�
tations� La notation consistant �a �ecrire Cum �x�� au lieu de �

x ���
ou de

Cum �x� x� x� est dangereuse� En e�et� x� est elle�m�eme une variable al�eatoire
dont on peut calculer le cumulant d�ordre �� L��ecriture est donc n�ecessairement
plus lourde que pour les moments�

Les cumulants d�ordre r peuvent �etre calcul�es �a partir des moments
d�ordre inf�erieur ou �egal �a r �

��� Pour les ordres 
 �a �� ces relations sont

�
x ���

! �
x ���

�

�
x ���

! ��
x ���

! �
x ���

� �
x ���

�
�

�
x ���

! ��
x ���

! �
x ���

� ��
x ���

�
x ���

$ ��
x ���

�
�

�
x ���

! �
x ���

� ��
x ���

�
x ���

� ��
x ���

�
$ 
��

x ���
�
x ���

� � ��
x ���

�

Dans le cas de variables al�eatoires centr�ees ��
x ���

! �	� les expressions des

cumulants se simpli�ent en

�
x ���

! ��

�
x ���

! E
�
x�
�
�

�
x ���

! E
�
x�
�
�

�
x ���

! E
�
x�
�� �E

�
x�
��
�

Lorsque la variable x est gaussienne� sa seconde fonction caract�eristique
est

#x�v	 ! ��
x ���

v � 


�
�
x ���

v��
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et ses cumulants d�ordre sup�erieur �a � sont donc tous nuls� Cette pro�
pri�et�e caract�erise la loi gaussienne �

��� Les variables gaussiennes sont donc
enti�erement d�ecrites par leurs propri�et�es au second ordre� Ceci explique
pourquoi les chercheurs en traitement du signal se sont longtemps limit�es au
second ordre� En �invoquant� le th�eor�eme de la limite centrale� on peut penser
que la plupart des signaux ont tendance �a �etre gaussiens� Ce point de vue est
limitatif� nous aurons l�occasion d�y revenir�

La variance� cumulant d�ordre � de x� Var �x� ! �
x ���

� caract�erise la

puissance de x� En centrant la variable al�eatoire x et en la normalisant on
obtient la variable standardis�ee

%x !
x� �

x ���q
�
x ���

�

On en d�eduit les cumulants standardis�es qui sont les cumulants de la variable
al�eatoire standardis�ee� Le cumulant standardis�e d�ordre �� K

x ���
! �

	x ���
� est

d�enomm�e l�asym�etrie�� L�asym�etrie est nulle si la densit�e de probabilit�e de x
poss�ede un axe de sym�etrie� Le cumulant standardis�e d�ordre � est le facteur
d�aplatissement ou kurtosis�� Le signe du kurtosis caract�erise le comportement
�a l�in�ni des densit�es de probabilit�e unimodales� Les densit�es de probabilit�e
unimodales poss�edant un kurtosis n�egatif sont dites sous�gaussiennes car elles
tendent vers � �a l�in�ni plus rapidement que la loi gaussienne� Les densit�es
de probabilit�e unimodales �a kurtosis positif� dites sur�gaussiennes� tendent
moins vite vers � �a l�in�ni que la loi gaussienne� Ces notions de sur� et sous�
gaussianit�e perdent leur sens pour les densit�es de probabilit�e multimodales
comme l�a montr�e �
�
��

Pour une variable al�eatoire x centr�ee� l�asym�etrie et le kurtosis s��ecrivent

K
x ���

!
E �x��

E �x�����
�

K
x ���

!
E �x��

E �x���
� ��

����� Exemples de variables al�eatoires

Examinons quelques exemples de variables al�eatoires�

Variable uniforme La variable al�eatoire uniform�ement r�epartie dans le seg�
ment ��a� a� a pour fonction caract�eristique "�v	 ! sinav

av
� pour moments

d�ordre pair �
x �r�

! ar

r��
� et pour kurtosis K

x ���
! �


�
�

�Skewness en anglais�
���������� � action de courber� convexit�e�



���� Variables al�eatoires r�eelles scalaires �

Variable gaussienne Pour une variable gaussienne centr�ee� de loi px�u	 !
�

�
p
��

exp�� u�

���
	� la fonction caract�eristique s��ecrit ��v	 ! exp���� v���	� Les

moments d�ordre impair sont nuls et les moments d�ordre pair valent

�
x ��r�

! ��r ��r	 

r �r
�

La seconde fonction caract�eristique d�une variable gaussienne est un polyn�ome
d�ordre �� ce qui implique la nullit�e de ses cumulants d�ordre sup�erieur ou �egal
�a ��

Variables exponentielles Une variable al�eatoire positive� distribu�ee selon
la loi exponentielle

px�u	 !



�
exp��u

�
	 si u � �

px�u	 ! � si u 	 �

a pour fonction caract�eristique �x�v	 ! �
��� �v � Les moments v�eri�ent la relation

de r�ecurrence �
x �r�

! r��
x �r��� pour r � �� La moyenne est �

x ���
! �� Les

premiers moments centr�es sont � ��
x ���

! ��� ��
x ���

! ���� ��
x ���

! ����

Ses cumulants sont �
x �r�

! �r � 
	 �r� L�asym�etrie et le kurtosis valent donc

�
x ���

! � et K
x ���

! ��

Une variable al�eatoire distribu�ee selon une loi de Laplace bilat�ere px�u	 !
�
� a exp�� juj

a
	� a pour fonction caract�eristique ��v	 ! �

��a� v� � et admet pour

coe�cient d�aplatissement �kurtosis	 K
x ���

! ��

Variable de Gauss g�en�eralis�ee Une variable al�eatoire x est dite gaussienne
g�en�eralis�ee si sa densit�e de probabilit�e s��ecrit

px�u	 ! B exp��A jujg	�

o�u g est un nombre r�eel positif� Les coe�cients A et B sont introduits a�n de
normaliser la somme de px��	 �a 
� et la variance �a 
� Ces coe�cients sont

A !
&���g	

&�
�g	
� B ! g

&���g	���

&�
�g	���
�

o�u &��	 est la fonction gamma� &�x	 !
R ��
� tx��e�tdt�

Les moments d�ordre impair sont nuls et les moments d�ordre pair sont�
�g � 
�

�
x �r�

!
&�
�g	r��

&���g	r
&

�
�r $ 


g

�
�
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On retrouve bien �
x ���

! 
� Si g ! �� on est dans le cas gaussien� et on

retrouve les r�esultats donn�es plus haut en utilisant les relations &�
��	 !
p
� et

&�n$ 
	 ! n&�n	� En faisant tendre g vers l�in�ni� on retrouve le cas uniforme
�evoqu�e plus haut� Si g ! 
 on obtient une variable de Laplace bilat�ere�

Variable du Chi
deux Une variable al�eatoire 
� suit une loi du Chi�deux
�a � degr�es de libert�e si elle est la somme des carr�es de � variables gaussiennes
ind�ependantes ui� chacune de variance unit�e� Le param�etre de non�centralit�e
de 
� est la somme des carr�es des moyennes des ui�

Le cumulant d�ordre r d�une variable al�eatoire x suivant une loi du Chi�
deux �a � degr�es de libert�e et de param�etre de non�centralit�e � est

�
x �r�

! �r���r � 
	 �� $ r�	�

En particulier dans le cas central� �
x ���

! �
�� et le kurtosis vaut 
���� Pour

� ! � et � ! �� on retrouve les cumulants de la variable exponentielle�

Signal sinuso��dal Supposons que l�on re�coive un signal sinuso'�dal pur de
puissance 
� et que l�on consid�ere ses valeurs comme des r�ealisations successives
d�une variable al�eatoire �ce qui est bien �evidemment incorrect� mais possible	�
Alors cette variable aurait pour densit�e de probabilit�e

px�u	 !



�
p

�


p

 $ u���

�

Nous aurons en outre �
x ���

! 
 �qui correspond �a la puissance	� �
x ��r���

! ��

et �
x ���

! �
�
� Le kurtosis vaut donc ��

�
�

Variable de Poisson Une variable al�eatoire de Poisson de param�etre � est
un variable discr�ete prenant les valeurs k ! �� 
� � � � avec la probabilit�e

pk !
�ke��

k 
�

Une variable de Poisson a la particularit�e d�avoir tous ses cumulants �egaux�
En e�et� la premi�ere fonction caract�eristique est

E
�
e�kv

�
!

�X
k��

e�kv
�ke��

k 

! e�� expf�e�vg�
Par suite� la seconde fonction caract�eristique vaut ��$�e�v� La d�e�nition des
cumulants montre alors qu�ils sont tous �egaux �a �� Ce fait est bien connu aux
ordres 
 et � puisque la moyenne et la variance sont �egales�
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Variable binaire Consid�erons une variable al�eatoire prenant deux valeurs
z� et z� avec les probabilit�es P� et P� respectivement� Si cette variable est
standardis�ee� alors

z� !



a
� z� ! �a� P� !

a�


 $ a�
� P� !





 $ a�
�

o�u a est un r�eel positif �x�e� Le moment d�ordre r vaut

�
x �r�

!




 $ a�

�



ar��
$ ��
	rar

�
�

On v�eri�e notamment que �
x ���

! � et �
x ���

! 
� �a � R�� Le kurtosis d�une

variable binaire est donc de la forme

K
x ���

!
a


 $ a�
�




a�
$ a��� ��

��� Variables al�eatoires multidimensionnelles

On supposera dor�enavant que les variables al�eatoires sont centr�ees� sauf
mention explicite�

On peut repr�esenter les variables al�eatoires �a plusieurs dimensions par le
vecteur colonne

xT ! �x�� x� � � � � xN 	 �

De la m�eme fa�con que dans le cas scalaire� on d�e�nit la fonction caract�eristique
conjointe de N variables al�eatoires xn par la relation

"x�v	
def
! E

�
e�
P

n vnxn
�

! E
h
e�v

Tx
i
�

o�u vT ! �v�� v�� � � � � vN	� Si les composantes xn du vecteur al�eatoire x ad�
mettent une densit�e conjointe px�u	� alors la fonction caract�eristique de x est
donn�ee par la transform�ee de Fourier de cette densit�e

"x�v	 !

Z
RN

e�v
Tu px�u	du�

Comme pr�ec�edemment� la seconde fonction caract�eristique est #x�v	 !
log "x�v	� Les fonctions caract�eristiques peuvent servir �a g�en�erer les moments
et les cumulants�

Les cumulants d�ordre � sont des grandeurs �a deux indices� qui peuvent
�etre rang�ees dans une matrice �la matrice de covariance	

�
x ��� ij

! Cum �xi� xj�
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Lorsqu�on manipule des donn�ees �a plusieurs dimensions� il peut devenir inutile
de pr�eciser l�ordre du moment ou du cumulant consid�er�e� Ainsi� la matrice
de covariance s��ecrit simplement �

x ij
! Cum �xi� xj�� Nous disposons donc de

deux notations� par exemple �
x ���

! �
x ij

� qui seront utilis�ees selon le contexte

de travail� Ainsi� lorsque l�on manipule des vecteurs al�eatoires� l�ordre de la
statistique utilis�ee correspond au nombre des indices� Par exemple�

�
x ijk

! Cum �xi� xj� xk� ! �
x ���

�

�
x iii

! Cum �xi� xi� xi� ! �
xi ���

sont des cumulants d�ordre �� et

�
x hijk

! Cum �xh� xi� xj� xk� ! �
x ���

�

�
x iiii

! Cum �xi� xi� xi� xi� ! �
xi ���

�

sont d�ordre ��
En d�eveloppant l�exponentielle e�v

Tx en s�erie autour de v ! �� les coef�
�cients des termes vivj � � � vk de degr�e r� sont �r �

x ij���k
�r �

�� 
�
�� donnant

pour les moments

�
x i�i����ir

! ���	r 
r"x�v	


vi�
vi� � � � 
vir

����
v��

! E �xi� � � � xir � � �
��	

Pour obtenir les cumulants� on proc�ede de m�eme en rempla�cant la
premi�ere fonction caract�eristique par la seconde� Les cumulants sont donc
d�e�nis par

�
x i�i����ir

! ���	r 
r#x�v	


vi�
vi� � � � 
vir

����
v��

! Cum �xi�� � � � � xir � � �
��	

Comme dans le cas scalaire� il est possible d��etablir des relations entre
les moments et les cumulants en d�eveloppant la fonction logarithme en s�erie
enti�ere� On obtient pour les cumulants d�ordre �

�
x ij

! �
x ij
� �

x i
�
x j
�

Pour �ecrire l�ensemble de ces relations de fa�con plus compacte� il est utile
d�introduire des conventions d��ecriture� On conviendra d��ecrire une somme de
k termes se d�eduisant les uns des autres par permutation d�indices par une
notation crochet �
�
��

Quelques bons exemples valent mieux qu�un long discours �

��� �ij �kl ! �ij�kl $ �ik�jl $ �il�jk�

��� aij bk cijk ! aijbkcijk $ aikbjcijk $ ajkbicijk�
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La pr�esence du crochet entra��ne une sommation implicite� Les termes �a r in�
dices sont ici des tenseurs d�ordre r compl�etement sym�etriques� Le nombre de
mon�omes distincts que l�on peut obtenir par permutation est �egal �a l�entier
�gurant entre crochets� On �ecrira

���xi�jk� ���xixj�kl� �
��xixjxk�lm� ����AijkBabcdCijkabcd�

Dans le cas non centr�e� les cumulants d�ordre � et � sont alors donn�es en
fonction des moments par les expressions compactes

�
x ijk

! �
x ijk

� ����
x i
�
x jk

$ ��
x i
�
x j
�
x k
� �
��	

�
x ijkl

! �
x ijkl

� ����
x i
�
x jkl

� ����
x ij

�
x kl

$ � ����
x i
�
x j
�
x kl

� ��
x i
�
x j
�
x k
�
x l
� �
��	

Dans le cas centr�e� ces expressions se simpli�ent en

�
x ij

! �
x ij

�

�
x ijk

! �
x ijk

�

�
x ijkl

! �
x ijkl

� ����
x ij

�
x kl

�

Il est int�eressant de comparer ces expressions avec celles du cas scalaire � pour
les retrouver� il su�t de remplacer n�m� par nm� Dans le cas centr�e� aux ordres
� et �

�
x ijklm

! �
x ijklm

� �
���
x ij

�
x klm

�

�
x ijklmn

! �
x ijklmn

� �
���
x ij

�
x klmn

� �
���
x ijk

�
x lmn

$ ��
���
x ij

�
x kl

�
xmn

�

A partir de la d�e�nition de la seconde fonction caract�eristique� il est
possible d��ecrire les relations g�en�erales liant moments et cumulants de mani�ere
compacte ���� 


�� Les cumulants sont li�es aux moments par la formule dite
de Leonov et Shiryayev �donn�ee ici �a l�ordre r	

Cum �x�� ���� xr� !
X

��
	k���k � 
	 E

�Y
i�v�

xi

�
� E

�Y
j�v�

xj

�
� � �E

	
Y
k�vp

xk

�� �
o�u la sommation s��etend sur tous les ensembles fv�� v�� � � � � vp � 
 � p � rg
formant une partition de f
� �� � � � � rg� Dans cette formule� k est le nombre
d��el�ements composant la partition�

Illustrons le fonctionnement de cette formule aux premiers ordres� A
l�ordre �� les partitions possibles sont �
� �	 et �
	��	� Donc Cum�x�� x�� !
��
	�� E�x�x�� $ ��
	����� � 
	 E�x��E�x�� donnant la formule connue de
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la covariance� A l�ordre �� les partitions possibles sont �
� �� �	� �
	��� �	� et
�
	��	��	� Remarquons qu�il y a trois partitions du type �
	��� �	 � ce nom�
bre de partitions correspond au nombre apparaissant dans la notation crochet
d�e�nie pr�ec�edemment� Le cumulant d�ordre � s��ecrit alors

Cum�x�� x�� x�� ! ��
	�� E�x�x�x�� $ ��
	����� � 
	 ���E�x��E�x�x��

$ ��
	����� � 
	 E�x��E�x��E�x��

qui redonnent bien la formule �
��	�
A l�ordre �� les partitions sont

� �
� �� �� �	 au nombre de 
� k � 
 ! ��

� �
	��� �� �	 au nombre de �� k � 
 ! 
�

� �
	��	��� �	 au nombre de �� k � 
 ! �

� �
� �	��� �	 au nombre de �� k � 
 ! 
�

� �
	��	��	��	 au nombre de 
� k � 
 ! ��

On retrouve alors la relation �
��	 en appliquant la formule de Leonov et
Shiryayev� Cette formule peut �etre invers�ee pour donner les moments en fonc�
tion des cumulants� La formule inverse est plus simple que la formule directe�
puisqu�elle ne fait appara��tre que des sommes de partitions� soit

E �x�� ���� xr� !
X

Cum �xi� i � v�� � Cum �xj� j � v�� � � �Cum �xk� k � vp� �

o�u Cum �xk� k � vp� repr�esente le cumulant des variables xk� k variant dans
l�ensemble vp d�une partition� Encore une fois� la somme s��etend sur toutes les
partitions possibles de f
� �� � � � � rg� A l�ordre �� on a alors imm�ediatement

�
x ijkl

! �
x ijkl

$ ����
x i
�
x jkl

$ ����
x ij

�
x kl

$ ����
x i
�
x j
�
x kl

$ �
x i
�
x j
�
x k
�
x l
�

Les cumulants de variables multidimensionnelles appara��trons naturelle�
ment dans le chapitre � pour la d�e�nition des multicorr�elations et des mul�
tispectres de signaux al�eatoires� Les variables al�eatoires multidimensionnelles
sont �a la base des mod�elisations en traitement d�antenne �chapitre �	 et en
s�eparation de sources �chapitre �	�

��� Variables al�eatoires �a valeurs complexes

Des domaines aussi di��erents que les communications ou le traitement
d�antenne utilisent des variables al�eatoires �a valeurs complexes� L��etude de ces
variables s�est d�evelopp�ee consid�erablement ces derni�eres ann�ees�
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����� D�e�nitions

Une variable al�eatoire �a valeurs complexes� comme l�a soulign�e Fortet
����� peut �etre repr�esent�ee par une variable al�eatoire r�eelle de dimension ��
Ainsi� une variable al�eatoire complexe z admet une densit�e si et seulement si
ses parties r�eelle et imaginaire admettent une densit�e conjointe�

La fonction caract�eristique de la variable vectorielle complexe z� avec
z ! x$ �y� x �a valeurs dans RN� y �a valeurs dans RN� est

"z�u	
def
! E

h
e��x

T v�yTw

i

! E
h
e�Re �zyu


i
� �
��	

avec u ! v$ �w�
Une autre description des variables al�eatoires complexes� prenant directe�

ment en compte leur caract�ere complexe� a �et�e propos�ee par �
��� Dans cette
approche on associe au vecteur al�eatoire complexe z son conjugu�e z�� La den�
sit�e de probabilit�e est fonction de z et z�� La fonction caract�eristique est donn�ee
par

"z�z��u�u
�	 def

! E

�
e
��zyu�uyz�

�

�
�

qui est identique �a �
��	�
Cette approche montre que la description statistique d�une variable

al�eatoire complexe fait intervenir des moments et des cumulants crois�es en�
tre la variable et sa conjugu�ee� Les notations doivent alors prendre en compte
la pr�esence de termes conjugu�es et de termes non conjugu�es� Les indices ou
les ordres correspondant aux termes conjugu�es appara��ssent en exposant� alors
que les indices ou ordres des termes non conjugu�es sont plac�es en indices� Par
exemple� consid�erons une variable z� Ses moments sont �ecrits

�
z

�q�

�p�
! E �zpz�q� �

et ses cumulants

�
z

�q�

�p�
! Cum

	
z� � � � � z
 �z �
p fois

� z�� � � � � z�
 �z �
q fois

�� �
Soit maintenant le vecteur al�eatoire complexe z de composantes zi� Ses mo�
ments sont

�
z

j����jq

i����ip
! E

h
zi� � � � zipz

�
j�
� � � z�jq

i
�

et ses cumulants

�
z

j����jq

i����ip
! Cum

h
zi�� � � � � zip� z

�
j�
� � � � � z�jq

i
�

Ces statistiques peuvent �etre obtenues �a partir des fonctions caract�eristiques�
de la m�eme mani�ere que dans le cas r�eel�
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����� Standardisation

Nous avons introduit dans la section 
�
�
 l�op�eration de standardisation
pour les variables al�eatoires scalaires� Cette op�eration peut aussi �etre d�e�nie
dans le cas multivariable� pour des vecteurs �a valeurs r�eelles ou complexes�
Soit x un vecteur al�eatoire de moyenne �

x ���
et de matrice de covariance C�

strictement d�e�nie positive �C ! �
x ij

pour des valeurs r�eelles et C ! �
x

j

i

pour des valeurs complexes	 � La standardisation est la transformation a�ne
qui associe �a x un vecteur al�eatoire centr�e dont la matrice de covariance est
l�identit�e I� Le vecteur al�eatoire standardis�e est

%x ! W �x� �
x ���

	�

La matrice W est solution de la relation

WCW y! I�

La matrice W � qui diagonalise la covariance de x� n�est pas unique� Par con�
vention on choisit

W ! (����Uy�

( �etant la matrice diagonale des valeurs propres de C et U la matrice unitaire
dont les colonnes sont les vecteurs propres normalis�es de C�

Le vecteur %x est d�e�ni �a une matrice multiplicative pr�es de la forme )P �
o�u ) est diagonale et constitu�ee d��el�ements de module 
� et P est une matrice
de permutation� On range souvent les valeurs propres dans l�ordre de leurs
valeurs d�ecroissantes�

����� Circularit�e

Les variables al�eatoires complexes sont la plupart du temps obtenues
par transformation de Fourier �TF 	 de variables r�eelles� ce qui leur conf�ere
une structure tr�es particuli�ere� Les variables al�eatoires complexes obtenues de
cette fa�con ne sont donc pas de simples variables al�eatoires �a deux composantes
r�eelles� mais des contraintes lient ces deux composantes� C�est pourquoi il est
pertinent d�introduire les variables al�eatoires dites circulaires�

D�e�nition de la circularit�e Nous dirons qu�un vecteur al�eatoire complexe
z� de dimension N � est circulaire �ou circulaire au sens fort	� si et seulement
si� ��� z et ze�� ont les m�emes propri�et�es statistiques�

Les propri�et�es suivantes sont des conditions n�ecessaires et su�santes de
circularit�e �
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� Si z est une variable al�eatoire circulaire� sa fonction caract�eristique v�eri�e
la relation

"z�e
��u	 ! "z�u	� ���

De mani�ere �equivalente dans ce cas circulaire� la fonction caract�eristique�
fonction des variables complexes u et u�� ne d�epend que du produit
tensoriel uuy� c�est��a�dire uniquement de termes de la forme uiu�j �

� La densit�e de probabilit�e de z� si elle existe� v�eri�e la m�eme propri�et�e
d�invariance par multiplication par e��� La densit�e de probabilit�e d�e�nie
�a partir de z et z�� n�est �egalement fonction que du produit tensoriel zzy

soit de termes du type ziz�j �

Dans le plan complexe� la multiplication par le facteur e�� correspond �a
une rotation d�angle �� Ainsi la circularit�e d�une variable complexe est
d�e�nie par l�invariance par rotation de sa densit�e de probabilit�e�

� Soit z un vecteur al�eatoire complexe� dont les moments existent �a tous
les ordres� z est circulaire si et seulement si tous ses moments de la forme

�
z

�q�

�p�
! E

	
 Y
�ai�p

zaii
Y

�bj�q

z
�bj
j

��
sont nuls d�es que p �! q�

En e�et� si z est circulaire� les moments de z et de z e�� sont �egaux�
puisque ces deux variables al�eatoires ont m�eme loi� En particulier�

l��egalit�e �
z

�q�

�p�
! �

z exp����

�q�

�p�
entra��ne que

�
z

�q�

�p�
! �

z

�q�

�p�
e���p�q��

ce qui prouve la propri�et�e�

Les propri�et�es pr�ec�edentes montrent qu�une variable al�eatoire scalaire
complexe circulaire v�eri�e E �z� ! �� E �z�� ! �� E �z� z�� ! �� � � Autrement dit�
pour une variable complexe circulaire� les moments ou cumulants comportant
un nombre di��erent de termes conjugu�es que de termes non conjugu�es sont
nuls� Dans la suite� nous aurons besoin de la d�e�nition restrictive suivante�

Circularit�e �a l�ordre r On dira qu�un vecteur al�eatoire complexe z est
circulaire �a l�ordre r s�il v�eri�e

E

	
 Y
�ai�p

zaii
Y

�bj�q

z
�bj
j

�� ! �
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pour tout couple �p� q	 d�entiers positifs tel que p $ q � r et p �! q�
Une d�e�nition alternative repose encore sur l�invariance par rotation de

la densit�e de probabilit�e� Nous avons vu que la variable z est circulaire au
sens strict si z et ze�� ont m�eme densit�e de probabilit�e pour tout �� Ainsi� la
densit�e de probabilit�e d�une variable circulaire au sens strict est invariante par
rotation�

Alors� une variable est circulaire �a l�ordre r si sa densit�e de probabilit�e
est invariante par rotation d�angle ����r $ 
	� ou de fa	con �equivalente si z et
ze�����r��� ont m�emes propri�et�es statistiques�

Cas Gaussien Dans le cas gaussien� la circularit�e �a l�ordre � entra��ne la cir�
cularit�e �a tous les ordres� et est caract�eris�ee par deux propri�et�es liant les parties
r�eelle et imaginaire des moments d�ordre �� Posons z ! x$ �y� Si z est circu�
laire�E

�
zzT

�
! � implique queE

�
xxT � yyT

�
! � et que E

�
xyT $ yxT

�
! ��

Autrement dit� x et y ont la m�eme matrice de covariance� et leur covariance
crois�ee est antisym�etrique� C�est ainsi qu�ont �et�e d�e�nies les variables gaus�
siennes complexes circulaires ���� �����

Cas des N
PSK Il est usuel en communication d�utiliser des variables
al�eatoires discr�etes complexes� prenant comme valeurs les racines N �i�eme de
l�unit�e de fa�con �equiprobable� Les signaux en d�ecoulant sont appel�es des N �
PSK �Phase Shift Keying	� Soit z une telle variable� Elle prend ses valeurs dans
fexp����k�N	� k ! �� � � � � N � 
g� �equiprobablement avec la probabilit�e 
�N �
Cette variable est alors circulaire �a l�ordre N � 
� En e�et� z et z exp�����N	
ont m�eme probabilit�e �notons que pour N pair� les moments d�ordre impair
sont nuls� et la circularit�e est donc d�ordre N � �	�

La propri�et�e de circularit�e des N �PSK sera utilis�ee au chapitre � dans
une application de reconnaissance de modulation�

Di��erentes d�e�nitions de la circularit�e ont �et�e pass�ees en revue� et
analys�ees plus en profondeur dans �
�
��

��� Propri�et�es des moments et des cumulants

Ce paragraphe concerne l��etude des moments et des cumulants� Nous
donnons les propri�et�es �el�ementaires de ces statistiques utiles pour la suite de
l�ouvrage� Il existe un grand nombre d�autres propri�et�es que les lecteurs pour�
ront trouver dans �
�
� par exemple�

����� Multilin�earit�e

Les moments et les cumulants satisfont la propri�et�e de multilin�earit�e�
Soient deux vecteurs al�eatoires x et y li�es par la relation lin�eaire y ! Ax� o�u
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A est une matrice quelconque� Alors les moments et cumulants de y sont des
fonctions lin�eaires de chacune des composantes Aij� Par exemple� on a

Cum �yi� yj� y
�
k� !

X
a�b�c

AiaAjbA
�
kc Cum �xa� xb� xc� �

Pour d�emontrer ces relations� il su�t de remarquer que "Ax�u	 ! "x�A
y

u	 et
d�utiliser �
��� page 
�	�

C�est gr�ace �a la multilin�earit�e que les moments et cumulants m�eritent la
d�enomination de tenseurs�� Cette propri�et�e se r�eduit dans le cas scalaire �a une
simple relation d�homog�en�eit�e

�
�x �r�

! �r �
x �r�

�

En particulier� quelles que soient les variables al�eatoires x� y� z�� � � � � zp� r�eelles
ou complexes� scalaires ou multidimensionnelles� ind�ependantes ou non� nous
avons

Cum �x $ y� z�� � � � � zp� ! Cum �x� z�� � � � � zp� $ Cum �y� z�� � � � � zp� �

Cum ��x� z�� � � � � zp� ! �Cum �x� z�� � � � � zp� �

����� Invariance par translation

Les cumulants sont invariants par translation d�eterministe � si y ! x$ t�
o�u t est d�eterministe� alors les cumulants d�ordre sup�erieur ou �egal �a � de y
sont identiques �a ceux de x� En e�et� la translation provoque un d�ephasage de
la premi�ere fonction caract�eristique� qui implique que les secondes fonctions
caract�eristiques de y et x sont li�ees par #y�v	 ! �Re�tyv� $ #x�v	� Cette
relation montre que la translation n�a�ecte que le cumulant d�ordre 
� c�est��a�
dire la moyenne�

La propri�et�e d�invariance par translation d�eterministe n�est �evidemment
pas v�eri��ee par les moments�

����� Variables al�eatoires ind�ependantes

L�ind�ependance statistique de variables al�eatoires implique la factorisa�
tion des moments �via la factorisation des premi�eres fonctions caract�eristiques	�

Soient x et y deux vecteurs al�eatoires ind�ependants� �a valeurs r�eelles
ou complexes� de dimensions respectives n et p� et soit zT ! �xTyT 	 �con�
cat�enation des vecteurs x et y	� Alors� d�apr�es la remarque pr�ec�edente� la
premi�ere fonction caract�eristique de z est le produit des premi�eres fonctions

�La multilin�earit�e implique� en e�et� que dans un changement de base les cumulants se
transforment comme des tenseurs�
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caract�eristiques de x et y� La seconde fonction caract�eristique de z s��ecrit alors
#z�u�v	 ! #x�u	 $ #y�v	� Les cumulants crois�es entre x et y sont donc nuls�
En e�et� d�une fa�con g�en�erale� on a

�
z i������in�j������jp

! Cum
�
xi�� � � � � xin� yj� � � � � � yjp

�
! ���	r 
r#z�u�v	


ui� � � � 
uin
vj� � � � 
vjp

����
v��

�

o�u r ! n $ p� Comme #z�u�v	 ! #x�u	 $ #y�v	� le cumulant pr�ec�edent est
nul d�es que l�un des ik et l�un des jk sont non nuls simultan�ement� Autrement
dit� les cumulants crois�es de x et y sont nuls�

Lorsque� l�on examine le cumulant d�un groupe de variables al�eatoires� si
ce groupe peut �etre scind�e en deux sous�groupes de variables ind�ependantes�
le cumulant est nul� En d�autres termes� si x et y sont ind�ependantes� alors
quelle que soit z

Cum �x� y� z� ! ��

Cette propri�et�e est �a la base des techniques de s�eparation de sources qui seront
pr�esent�ees au chapitre ��

Cette propri�et�e fondamentale des cumulants implique la suivante� qui
constitue la propri�et�e d�additivit�e� Le cumulant de la somme de vecteurs
al�eatoires ind�ependants est la somme des cumulants � �

x�y �r�
! �

x �r�
$ �

y �r�

et ce quel que soit l�ordre r� Cette propri�et�e� bien connue �a l�ordre � �variance	�
est �evidemment fausse pour les moments�

��� Statistiques d�ordre sup�erieur et densit�es

de probabilit�e

Dans ce paragraphe� nous examinons les liens entre statistiques d�ordre
sup�erieur et densit�es de probabilit�e� Commen�cons par le th�eor�eme de la limite
centrale�

����� Tendance vers la gaussianit�e

Le th�eor�eme de la limite centrale a une grande importance car il permet
d�approcher la loi de certains estimateurs par la loi gaussienne� et d�acc�eder �a
l�ordre de grandeur de ses cumulants successifs�

Consid�erons N variables al�eatoires scalaires ind�ependantes� x�n	 pour

 � n � N � chacune de cumulant d�ordre r born�e� not�e ��r��n	� Posons

*��r� !



N

NX
n��

��r��n	 et y !

p
N

NX
n��

�x�n	� *����	�
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La variable al�eatoire y est la somme normalis�ee de N variables al�eatoires
ind�ependantes� Lorsque N 	 � la variable al�eatoire y tend en loi� vers une
variable al�eatoire gaussienne�

Les cumulants de y� not�es ��r�� sont donn�es par

���� ! ��

���� ! *�����

��r� !



N r���� *��r�� �r � ��

Ces relations nous indiquent comment les cumulants d�ordre r � � de y tendent
vers � lorsque N tend vers l�in�ni� Celles�ci r�esultent de la propri�et�e d�additivit�e
des cumulants de sommes de variables al�eatoires ind�ependantes �voir page ��	�
Les cumulants de la variable y s��ecrivent

�
y �r�

! N�r��
NX
n��

�
x�n� �r�

�

ce qui prouve que ��r� ! N��r��*��r� par d�e�nition de *��r��

����� D�eveloppement d	une ddp autour d	une loi gaus


sienne

Lorsqu�une variable al�eatoire est non gaussienne� il est int�eressant de
d�ecrire les �ecarts au caract�ere gaussien� Cette id�ee intuitive trouve une justi�
�cation math�ematique dans le d�eveloppement de la densit�e au voisinage de la
loi gaussienne� Il existe plusieurs types de d�eveloppement� notamment ceux de
Gram�Charlier et de Edgeworth� Ces deux d�eveloppements ne di��erent que par
la fa�con d�ordonner les termes� En faisant r�ef�erence au th�eor�eme de la limite
centrale� le d�eveloppement de Edgeworth rassemble les termes qui correspon�
dent �a la m�eme puissance �n�egative	 de N � Pour cette raison nous avons retenu
ce d�eveloppement� Notons que pour des lois sym�etriques� et jusqu��a l�ordre ��
les deux d�eveloppements sont identiques�

D�eveloppement en s�erie d�une densit�e Voyons tout d�abord quelques
g�en�eralit�es sur les d�eveloppements en s�erie de densit�es de probabilit�e� Soit une
variable al�eatoire scalaire x de seconde fonction caract�eristique #x�v	� suppos�ee
�etre voisine d�une fonction #o�v	� Par d�e�nition� #x�v	 g�en�ere les cumulants
de x dans son d�eveloppement en s�erie enti�ere

#x�u	 ! ���v $



� 
����v	� $




� 
����v	� $ � � � �

�Cela signi�e que la densit�e de probabilit�e de y converge uniform�ement vers une loi de
Gauss lorsque N tend vers l�in�ni�
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o�u �r d�esigne le cumulant d�ordre r �
x �r�

� Appelons �r le cumulant d�ordre r

dans le d�eveloppement en s�erie de #o�v	� et �r ! �r � �r� Alors la di��erence
des fonctions caract�eristiques s��ecrit

#x�v	�#o�v	 !
�X
r��




r 
�r��v	r�

En introduisant les coe�cients �k d�e�nis par

exp�
�X
r��




r 
�r��v	r� !

�X
j��




k 
�k��v	k�

il est possible de d�evelopper px�u	 autour de po�u	

px�u	 ! po�u	

�X
k��




k 
�khk�u	� �
��	

o�u les fonctions hk�u	 sont d�e�nies par

hk�u	 !
��
	k

po�u	

dkpo
duk

�u	�

Le d�eveloppement �
��	 ne rev�et une forme simple que pour certaines densit�es
po�u	 particuli�eres� notamment celles pour lesquelles les fonctions hk�u	 sont
des polyn�omes�

D�eveloppement en s�erie d�Edgeworth Le d�eveloppement en s�erie
d�Edgeworth permet d�approcher une densit�e lorsque po�u	 est gaussienne�
Pour simpli�er les expressions� et sans restreindre la g�en�eralit�e� on se place
dans le cas gaussien standardis�e� Dans ce cas� les fonctions hk�u	 sont les
polyn�omes de Hermite d�e�nis par la relation de r�ecurrence

h��u	 ! 
�

h��u	 ! u�

hk���u	 ! uhk�u	� d

du
hk�u	�

Par exemple� h��u	 ! u� � 
 et h��u	 ! u� � �u� � � �
Comme nous l�avons indiqu�e en introduction le d�eveloppement d�Edge�

worth rassemble les termes� en faisant r�ef�erence au th�eor�eme de la limite
centrale� selon les puissances de N � Les coe�cients des premiers termes du
d�eveloppement sont list�es dans le tableau �
�
	� Ainsi le d�eveloppement en
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Ordre
N���� ��
N�� �� ���
N���� �� ���� ���
N�� �
 ���� ����� ��� ���
N���� �� ���
 ����� ����� ��� ���� �����

Tableau 
�
� Liste des termes intervenant dans le d�eveloppement de Edgeworth�
Ces termes sont rang�es en fonction de leur vitesse de d�ecroissance lorsqu�ils
concernent la somme de N variables al�eatoires ind�ependantes�

s�erie de Edgeworth de la densit�e px�u	 autour de po�u	 s��ecrit �a l�ordre 
�N

px�u	�po�u	 ! 


$



� 
��h��u	

$



� 
��h��u	 $


�

� 
���h
�u	�

Le d�eveloppement en s�erie de Edgeworth se g�en�eralise au cas multi�
dimensionnel �
�
��

����� Crit�eres de gaussianit�e et d	ind�ependance

La d�econvolution aveugle� pr�esent�ee au chapitre �� fait appel �a des
mesures de la distance d�une densit�e de probabilit�e �a la loi gaussienne�
La s�eparation de sources �chapitre �	� quant �a elle� est fond�ee sur la no�
tion d�ind�ependance statistique� L�entropie� la divergence de Kullback et
l�information mutuelle permettent d�introduire des crit�eres de gaussianit�e et
d�ind�ependance�

Entropie et gaussianit�e L�observation d�un vecteur al�eatoire x de den�
sit�e de probabilit�e px�u	 apporte une quantit�e d�information quanti��ee par
l�entropie

S�px	 ! �
Z

px�u	 log px�u	du�

Consid�erons l�ensemble des vecteurs al�eatoires dont la moyenne et la
matrice de covariance sont �x�ees� Dans cet ensemble� le vecteur al�eatoire ayant
une entropie maximale et apportant donc une information maximale� est le
vecteur al�eatoire gaussien xg�

On d�emontre cette propri�et�e par la m�ethode des multiplicateurs
de Lagrange� Appliqu�ee �a ce probl�eme de maximisation sous con�
traintes� elle conduit �a chercher l�extremum de

R
px�u	�log px�u	 $
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Q�u	�du� Q�u	 �etant un polyn�ome en u de degr�e �� En di��erenciant
par rapport �a px on obtient

R
�px�u	�
 $ log px�u	 $Q�u	�du ! ��

log px�u	 est donc un polyn�ome en u de degr�e � ce qui d�emontre
la propri�et�e annonc�ee�

Pour chi�rer le d�e�cit d�entropie� par rapport au vecteur al�eatoire
gaussien� d�un vecteur al�eatoire x appartenant �a l�ensemble on introduit la
n�eguentropie

J�px	 ! S�pxg 	� S�px	� �
�
	

Cette grandeur peut �etre utilis�ee comme une mesure de distance �a la gaus�
sianit�e� Cette notion de distance a �et�e d�evelopp�ee par ����� nous y reviendrons
au chapitre ��

La divergence de Kullback La n�eguentropie peut se r�e�ecrire sous une
forme qui fait appara��tre une autre mesure utilis�ee classiquement en statistique
pour caract�eriser la distance entre deux densit�es de probabilit�e � la divergence�

de Kullback�
La divergence de Kullback mesure la distance entre deux densit�es de

probabilit�e� pv�u	 et pw�u	� par

k�pv� pw	 !

Z
pv�u	 log

pv�u	

pw�u	
du�

La divergence de Kullback est n�egative si pv �! pw� elle est nulle si pv ! pw�

Cette propri�et�e se d�emontre �a partir de la relation logw � w � 
�
l��egalit�e ayant lieu pour w ! 


k�pv� pw	 !

Z
pv�u	 log

pw�u	

pv�u	
du �

Z
pv�u	

�
pw�u	

pv�u	
� 


�
du ! ��

Dans la relation �
�
	� on a

S�pxg 	 ! �
Z

pxg �u	 log pxg �u	du ! �
Z

px�u	 log pxg �u	du�

par suite de l��egalit�e des moments d�ordre 
 et � des vecteurs al�eatoires x et
xg� La n�eguentropie de x est donc

J�px	 !

Z
px�u	 log

px�u	

pxg �u	
du ! k�px� pxg 	�

et est donc �egale �a la divergence de Kullback entre la densit�e de x et la densit�e
du vecteur al�eatoire gaussien ayant les m�emes moments d�ordre 
 et ��

On peut �egalement appliquer la divergence de Kullback �a la mesure de
l�ind�ependance statistique�

�Le terme de divergence est utilis�e car cette mesure n�est pas une distance au sens
math�ematique du terme�
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Crit�eres d�ind�ependance Soit un vecteur al�eatoire x de densit�e de proba�
bilit�e px�u	� Si ce vecteur est form�e de variables ind�ependantes sa densit�e de
probabilit�e est le produit des densit�es de probabilit�e marginales de chacune de
ses composantes

Q
i pxi�ui	� La divergence de Kullback entre px�u	 et

Q
i pxi�ui	

donne une mesure de l�ind�ependance statistique des composantes de x que l�on
appelle l�information mutuelle

I�px	 ! k�px�
Y
i

pxi�ui		 !

Z
px�u	 log

px�u	Q
i pxi�ui	

du�

Associons au vecteur al�eatoire x le vecteur al�eatoire gaussien xg ayant les
m�emes moments d�ordre 
 et �� on peut alors �ecrire

J�px	�
X
i

J�pxi	 !

Z
px�u	 log

px�u	

pxg �u	
du�

X
i

Z
pxi�ui	 log

pxi�ui	

pxgi�ui	
dui

!

Z
px�u	

�
log

px�u	

pxg �u	
� log

Q
i pxi�ui	Q
i pxgi�ui	

�
du

car
R
px�u	 log

Q
i pxi�ui	du !

P
i

R
pxi�ui	 log pxi�ui	dui� En manipulant

l�expression entre crochets de la derni�ere expression� on obtient

J�px	�
X
i

J�pxi	 ! I�px	� I�pxg 	�

donnant �nalement

I�px	 ! I�pxg	 $ J�px	�
X
i

J�pxi	�

En appelant C la matrice de covariance du vecteur al�eatoire xg� un calcul
direct donne

I�pxg	 !



�
log

Q
i Cii

Det�C�
�

Det�C� �etant le d�eterminant de la matrice C�
Le terme J�px	 �

P
i J�pxi	� form�e de n�eguentropies� chi�re l��ecart �a la

gaussianit�e� Ce terme ne d�epend donc que des statistiques d�ordre sup�erieur �a
��

Ces r�esultats nous indiquent que l�information mutuelle du vecteur
al�eatoire x est la somme de termes associ�es aux statistiques d�ordre � et de ter�
mes qui font appara��tre les propri�et�es statistiques d�ordre sup�erieur �a �� Cette
interpr�etation sera tr�es utile en s�eparation de sources �chapitre �	�

��	 Estimation des moments et cumulants

L�utilisation des statistiques d�ordre sup�erieur passe par leur estimation�
Ce paragraphe pr�esente quelques �el�ements sur l�estimation� essentiellement
dans le cas scalaire� Commen�cons par une remarque�
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Remarque sur le centrage Les d�eveloppements th�eoriques sont g�en�era�
lement tr�es simpli��es si les grandeurs al�eatoires en jeu sont centr�ees� Or� pra�
tiquement� ceci n�est pas toujours le cas� Les traitements commencent alors en
g�en�eral par une �etape de centrage des donn�ees �a traiter� Lorsque le nombre de
donn�ees est grand� on peut supposer que le centrage est e�ectu�e de mani�ere
parfaite�

Nous supposerons dans la suite que les variables al�eatoires sont centr�ees�

����� Estimation des moments

Soit x une variable al�eatoire scalaire centr�ee� et xn� 
 � n � N � N
r�ealisations de x� L�estimateur le plus simple des moments d�ordre r de x
est alors


d��r� !



N

NX
n��

xn

Cet estimateur est �evidemment non biais�e puisque E�d��r�� ! ��r�� De plus� si
les xn sont des r�ealisations ind�ependantes de x� alors la variance de l�estimateur
est donn�e par Var�d��r�� ! Var�xr��N � Une conclusion �a tirer de ce r�esultat est
que la variance de l�estimation d�une grandeur d�ordre r est en O�r�N � o�u O�r

est un terme d�ordre �r�
Pour �nir� notons que l�estimateur des moments est un estimateur con�

sistant puisque
lim

N���
Var�d��r�� ! �

Ayant �a disposition des estimateurs des moments� nous pouvons construire des
estimateurs de cumulants� en utilisant la formule de Leonov et Shiryayev�

����� Estimation des cumulants

Une pr�esentation d�etaill�ee de la th�eorie de l�estimation des cumulants
peut �etre trouv�ee dans �

�� 


� 
�
�� Nous nous contentons de d�evelopper
quelques id�ees en nous appuyant sur l�estimation du cumulant d�ordre ��

La premi�ere id�ee pour estimer un cumulant est de tirer partie de la for�
mule de Leonov et Shiryayev� qui relie les cumulants aux moments� Un esti�
mateur de cumulant est obtenu en rempla�cant dans cette formule les moments
par leurs estimateurs�

Le cumulant d�ordre � s��ecrit en fonction des moments selon

���� ! ���� � �������

Un estimateur de cumulant d�ordre � est alors

d���� ! d���� � �d������
�Dans la suite� l�indice x relatif au nom de la variable est supprim�e�



��	� Estimation des moments et cumulants ��

L��etude de cet estimateur commence par l��evaluation de son biais�

Etude du biais R�e�ecrivons l�estimateur sous la forme

d���� ! f�N	
NX
i��

x�i $ g�N	
NX

i�j��

x�ix
�
j � �
��	

o�u f�N	 ! 
�N et g�N	 ! ���N�� La moyenne de d���� est alors

E
�d����� ! �Nf�N	 $ Ng�N		���� $ N�N � 
	g�N	����� �
�
�	

soit encore

E
�d����� ! ���� � ������ $ ������	�N

L�estimateur est donc biais�e� Toutefois� le biais tend vers � lorsque le nombre
d��echantillons tend vers l�in�ni� Dans les situations pratiques o�u le nombre
de donn�ees est grand� d���� est un estimateur approximativement non biais�e�
Toutefois� si l��echantillon est de taille courte� le biais peut devenir g�enant�
Pour ces situations� il existe des estimateurs non biais�es des cumulants � les
k�statistiques�

k
statistiques L��ecriture de d���� sous la forme �
��	 montre que les fonctions
f�N	 et g�N	 sont libres � on peut les choisir de sorte �a annuler le biais�

En reprenant l��equation �
�
�	� on s�aper�coit que le biais est nul si

Nf�N	 $ Ng�N	 ! 
 et N�N � 
	g�N	 ! ���

conditions satisfaites par �����
f�N	 !

N $ �

N�N � 
	

g�N	 !
��

N�N � 
	

L�estimateur ainsi d�e�ni� appel�e k�statistique� est not�e dk��� et s��ecrit explicite�
ment dk��� !

N $ �

N�N � 
	

NX
i��

x�i �
�

N�N � 
	

NX
i�j��

x�ix
�
j �

Les k�statistiques sont donc les estimateurs non biais�es des cumulants� Elles
se d�e�nissent d�une fa�con tr�es g�en�erale� pour des variables scalaires ou mul�
tidimensionnelles� P� Mc Cullagh en fait un expos�e tr�es d�etaill�e dans �
�
��
Examinons maintenant la variance d�estimation d�un cumulant d�ordre ��
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Variance d�estimation Les calculs de variance sont en g�en�eral fastidieux�
Des formules exactes existent �voir �

�� 


� 
�
�	� mais les r�esulats approch�es
su�sent pour caract�eriser l�estimation� On montre notamment qu��a l�ordre

�N � la variance de la k�statistique est

Var
hdk���i !




N

�
���� $ 
���
����� $ �
�������� $ �������

$ �������
�
��� $ 
����������� $ �������

�
�

ce r�esultat �etant identique pour d����� estimateur approximativement non biais�e
du cumulant�

Les estimateurs des cumulants sont donc consistants puisque la variance
d�estimation tend vers � lorsque le nombre de donn�ees tend vers l�in�ni�

Ayant caract�eris�e les deux premiers ordres statistiques des estimateurs�
il est int�eressant d�examiner les ordres sup�erieurs� a�n de mieux caract�eriser
la distribution des erreurs commises�

Tendance vers la gaussianit�e Les cumulants d�ordre sup�erieur �a � des
estimateurs peuvent �etre calcul�es� mais les calculs deviennent extr�emement
p�enibles �nous renvoyons encore �a �

�� 


� 
�
� pour plus de pr�ecisions	�
Toutefois� quelques arguments simples peuvent �etre avanc�es�

Tout d�abord� le cumulant d�ordre q de l�estimateur du cumulant d�ordre
r a des termes dominants en 
�N q��� Ceci montre que� asymptotiquement�
les cumulants d�ordre sup�erieur ou �egal �a � s�annulent � l�estimateur tend �a
devenir une variable al�eatoire gaussienne �notons que l��ecart type de cette va�
riable d�ecro��t en

p
N	� Ce r�esultat est int�eressant� et est souvent �a la base de

m�ethodes d�inf�erence statistique�
Toutefois� un examen un peu plus approfondi r�ev�ele que le cumulant

d�ordre q de l�estimateur du cumulant d�ordre r se comporte commeOrq�N
q���

o�u Orq est un terme statistique d�ordre rq� En g�en�eral� ce terme peut �etre tr�es
grand� de sorte que la convergence vers la loi gaussienne peut devenir tr�es
lente� L�utilisation de r�esultats asymptotiques pour des �echantillons de taille
courte peut donc conduire �a des erreurs importantes lorsque l�on manipule des
statistiques d�ordre sup�erieur�

����� Estimation de l	asym�etrie et du kurtosis

En ce qui concerne les cumulants standardis�es� il n�existe pas d�estimateur
non biais�e qui soit ind�ependant de la distribution de la variable al�eatoire
�etudi�ee x� L�asym�etrie et le kurtosis� qui sont les grandeurs standardis�ees qui
retiendront essentiellement notre int�er�et� seront estim�es par les grandeurs bi�
ais�ees suivantes

�
K
x ���

! dk��� �dk�������
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�
K
x ���

! dk��� �dk�����
Plus g�en�eralement� on conviendra de noter

�
K
x �r�

! ck�r� �dk���r��� �
�

	

En raison de leur complexit�e� les propri�et�es statistiques des estimateurs stan�

dardis�es �K
x �r�

d�e�nis en �
�

	 ont �et�e �etudi�ees seulement de fa�con approch�ee

pour de grandes valeurs de N �


� 
�
�� On notera en particulier qu�ils sont
biais�es au premier ordre� et qu�ils sont corr�el�es �leur biais d�epend d�ailleurs des
cumulants d�ordre plus �elev�e	 �

���

Toutefois� il existe des r�esultats exacts dans le cas gaussien� On montre
en e�et �

�� 
��� 
�
�

E
h
�
K
x ���

i
! ��

E
h
�
K
x ���

i
! ��

Var
h
�
K
x ���

i
!

�N�N � 
	

�N � �	�N $ 
	�N $ �	

 �

N
�

Var
h
�
K
x ���

i
!

��N�N � 
	�

�N � �	�N � �	�N $ �	�N $ �	

 ��

N
�

Nous arr�etons ici ce petit aper�cu sur la th�eorie de l�estimation des cu�
mulants� Encore une fois� nous invitons les lecteurs courageux �a consulter
�

�� 


� 
�
��

����� Estimation r�ecursive

Il est possible d�estimer les cumulants sans passer explicitement par
l�interm�ediaire des moments� Donnons�en un exemple qui parlera de lui�m�eme�
Pour le cumulant d�ordre � d�une variable al�eatoire centr�ee� nous pouvons en
e�et adopter le sch�ema d�estimation

d���� !



N

NX
n��

�
x�n	� � �x�n	� d����� �

d���� !



M

MX
m��

x�m	��

Ce type d�estimateur a �et�e propos�e r�ecemment par P�O� Amblard et J�M�
Brossier �
��� et pr�esente un int�er�et dans une implantation r�ecursive �en ligne	�
Une version r�ecursive est� d����t ! �
� �t	d����t�� $ �tx�t	�d����t ! �
� �t	d����t�� $ �t

�
x�t	� � �x�t	�d����t��� �
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Cet algorithme est asymptotiquement non biais�e dans le cas d�un processus
i�i�d� ��echantillons ind�ependants et identiquement distribu�es	� Ceci provient
du fait que x�t	� � �x�t	�d����t�� est un estimateur sans biais du cumulant
d�ordre �� dans le cas i�i�d� De plus� l�algorithme est tr�es robuste vis��a�vis de
�t� En e�et� il est montr�e dans �
�� que dans un contexte adaptatif pour lequel
on choisit �t ! � et �t ! � pour s�adapter aux non�stationnarit�es� prendre
� ! 
 ne pertube pas trop la variance asymptotique de l�estimation� Ce choix
permet d�estimer le cumulant directement en fonction des donn�ees par une
seule r�ecursion qui s��ecrit

d����t ! �
� �	d����t�� $ �
�
x�t	� � �x�t	�x�t� 
	�

�
�

��
 Conclusion

Nous avons ax�e cette pr�esentation rapide des statistiques d�ordre sup�e�
rieur sur les propri�et�es utilis�ees dans la suite de l�ouvrage� Ce sujet tr�es vaste
est abord�e dans plusieurs ouvrages� Les lecteurs soucieux d�approfondir leurs
connaissances pourront se reporter �a ���� ��� 

�� 
�
� 
���� notamment pour
les probl�emes d�estimation dans le cas multivariable�

Nous avons n�eanmoins insist�e sur certains aspects �comme les variables
complexes	� qui nous semblent avoir b�en�e�ci�e de peu d��egard dans ces ouvrages�



Partie I

Signaux monodimensionnels

�






��

Dans les nombreux domaines du traitement du signal� on dispose de
capteurs d�elivrant des informations que l�on associe dans un signal �a une ou
plusieurs dimensions� L��etude de ces signaux est en g�en�eral men�ee en deux
�etapes� Dans la premi�ere� trait�ee dans la partie 
 de cet ouvrage� on s�int�eresse �a
chacun des signaux consid�er�es ind�ependamment les uns des autres� La seconde
�etape� d�evelopp�ee dans la partie �� concerne l��etude des relations entre les
di��erents signaux� en les consid�erant comme un signal �a plusieurs dimensions�

L��etude du signal �a une dimension est donc la premi�ere t�ache qui attend le
traiteur de signaux� Ce signal peut �etre repr�esent�e dans de nombreux domaines�
ceci apportant une riche moisson d�informations�

Il existe de nombreuses situations dans lesquelles les signaux �a une di�
mension jouent un r�ole essentiel� Dans les techniques de radar ou de sonar� le
signal dans sa repr�esentation temporelle donne la distance de la cible� alors
que dans sa repr�esentation fr�equentielle il conduit �a une mesure de la vitesse
par e�et Doppler� Les informations contenues dans un �electrocardiogramme
ou dans un �electroenc�ephalogramme permettent de d�eterminer l��etat d�un pa�
tient� L�observation du contenu spectral d�un signal vibratoire ou acoustique
d�une machine renseigne sur son r�egime de fonctionnement� et est utilis�e pour
le diagnostic� Le signal de parole v�ehicule l�acquis de l�hominisation� � �

Le traitement du signal a d�evelopp�e de nombreuses m�ethodes de caract�e�
risation et de repr�esentation des signaux stationnaires �a une dimension� Nous
montrons� dans le chapitre � pr�esentant les multicorr�elations et les multispec�
tres� comment ces m�ethodes de description et de caract�erisation peuvent �etre
enrichies par la prise en compte de propri�et�es d�ordre sup�erieur �a �� Pour les
signaux non stationnaires� le chapitre � �etend aux ordres sup�erieurs les outils
performants de description constitu�es par les repr�esentations temps�fr�equences�
Une attention sp�eciale est port�ee aux signaux cyclostationnaires qui se rencon�
trent� en particulier� dans les t�el�ecommunications ou dans le contr�ole et le
diagnostic des machines� Cet ensemble de moyens nouveaux constitue ce que
nous conviendrons d�appeler les multi�outils�

Les statistiques d�ordre sup�erieur ont permis le d�eveloppement de tech�
niques originales� non accessibles aux approches classiques� Le chapitre � donne
un panorama des informations suppl�ementaires� issues de la prise en compte
des statistiques d�ordre sup�erieur� dans l��etude et l�identi�cation des syst�emes
lin�eaires� Il s�agit l�a du probl�eme �a une dimension type� En utilisant les stati�
stiques d�ordre sup�erieur et seulement la sortie d�un syst�eme lin�eaire � on peut
identi�er compl�etement ce syst�eme� La r�ealisation d�une d�econvolution aveugle
�ou autodidacte� ou myope� � � 	 est alors possible�

Les syst�emes non lin�eaires� d�ecrits au chapitre �� sont aussi un domaine
privil�egi�e pour les statistiques d�ordre sup�erieur� La corr�elation �ordre �	 ou le
spectre sont insensibles aux non�lin�earit�es� Ces non�lin�earit�es se manifestent�
en particulier� par l�apparition de couplages entre des fr�equences di��erentes�
Ces couplages ne sont pas apparents sur le spectre d�un signal stationnaire



��

dont les composantes spectrales sont d�ecorr�el�ees� Ils apparaissent seulement�
nous le verrons au chapitre �� sur les statistiques d�ordre sup�erieur �a ��

Un important travail de d�ecouverte nous attend dans l��etude des signaux
�a une dimension� Apr�es avoir introduit les multi�outils voyons leurs applications
principales�



Chapitre �

Multicorr�elations et

multispectres

Les propri�et�es d�ordre sup�erieur des signaux al�eatoires stationnaires peu�
vent �etre d�ecrites� comme le sont les propri�et�es d�ordre �� dans le domaine
du temps ou dans le domaine des fr�equences� L��etude dans le domaine du
temps conduit aux multicorr�elations� l��etude dans le domaine des fr�equences
aux multispectres�

Les di��erentes situations exp�erimentales produisent divers types de si�
gnaux �
���� Les signaux al�eatoires sont d�ecrits par leurs propri�et�es statis�
tiques � c�est �a partir des grandeurs moyennes associ�ees �a ces signaux� mo�
ments et cumulants �chapitre 
	� que l�on introduira de mani�ere naturelle
les multicorr�elations et les multispectres� On rencontre �egalement des signaux
d�eterministes � nous montrerons� �a partir des propri�et�es d�ergodisme� comment
on peut �etendre les d�e�nitions des multicorr�elations et des multispectres �a ces
signaux�

Le d�eveloppement des moyens num�eriques de traitement conduit �a
utiliser de plus en plus des signaux �a temps discret� obtenus par �echantillonnage
des signaux �a temps continu� Nous consid�ererons ces deux types de signaux � �a
temps discret et �a temps continu� Cela nous permettra de d�ecrire les signaux
naturels� issus du capteur� qui sont �a temps continu et les signaux utilis�es
en pratique par les syst�emes modernes de traitement qui sont dans la quasi�
totalit�e des cas �a temps discret�

��� Multicorr�elations

Les multicorr�elations sont d�e�nies �a partir des cumulants �chapitre 
	
d�ordre sup�erieur �a � comme la corr�elation est d�e�nie �a partir du cumulant
d�ordre � ���� 
�� 
�
� 
��� 
�
� 
���� Nous allons traiter d�abord le cas des
signaux �a temps continu� Nous pr�esenterons ensuite le cas des signaux �a temps
discret�

��



�� Multicorr�elations et multispectres

����� D�e�nitions

Soit un signal al�eatoire x�t	 �a valeurs r�eelles� la multicorr�elation d�ordre
p de x�t	 est le cumulant d�ordre p des valeurs �variables al�eatoires	 du signal
x�t	 aux instants t�� t�� � � � � tp��

C
x �p�

�t	 ! Cum�x�t�	� x�t�	� � � � � x�tp��	�� ���
	

o�u t ! �t�� t�� � � � � tp��	� Dans le cas g�en�eral� la multicorr�elation d�ordre p est
fonction d�un temps absolu t� et des p� 
 temps ti� Lorsque le signal x�t	 est
stationnaire au sens strict� ses statistiques sont invariantes par changement de
l�origine des temps� Un des temps peut �etre pris comme origine �nous choisis�
sons t ! t� ici	� La multicorr�elation n�est alors fonction que des p� 
 �ecarts de
temps �i ! ti � t� La multicorr�elation d�ordre p est alors

C
x �p�

�� 	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� � � � � x�t $ �p��	��

o�u � ! ���� � � � � �p��	� On retrouve la corr�elation classique �cumulant d�ordre
�	

C
x ���

���	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	��

la bicorr�elation �cumulant d�ordre �	

C
x ���

���� ��	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� x�t$ ��	��

la tricorr�elation �cumulant d�ordre �	

C
x ���

���� ��� ��	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� x�t$ ��	� x�t$ ��	� ����	

et ainsi de suite � � �
Les multicorr�elations� d�e�nies �a partir des cumulants� peuvent s�exprimer

en fonction des moments en utilisant les relations entre les cumulants et les
moments donn�ees au chapitre 
� Lorsque les signaux sont centr�es� ce qui est
souvent le cas� la corr�elation et la bicorr�elation s�expriment directement en
fonction des moments

C
x ���

���	 ! E�x�t	x�t$ ��	��

C
x ���

���� ��	 ! E�x�t	x�t$ ��	x�t $ ��	��

La tricorr�elation s�exprime en fonction du moment du quatri�eme ordre et de
la corr�elation

C
x ���

���� ��� ��	 ! E�x�t	x�t$ ��	x�t$ ��	x�t$ ��	�

� C
x ���

���	Cx ���
��� � ��	

� C
x ���

���	Cx ���
��� � ��	

� C
x ���

���	Cx ���
��� � ��	�
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Il est naturel de se demander� comme l�ont fait certains auteurs� si
la d�e�nition des multicorr�elations en fonction des moments ne serait pas
pr�ef�erable �a la d�e�nition en fonction des cumulants� Nous reviendrons sur ce
point en ��
�� et nous donnerons des arguments en faveur de la d�e�nition en
fonction des cumulants� Le terme multicorr�elation d�esignera la multicorr�elation
d�e�nie �a partir du cumulant� Dans certaines situations� il pourra �etre utile de
consid�erer les multicorr�elations d�e�nies en fonction des moments � nous les
introduirons en les d�enommant multicorr�elations des moments�

����� Sym�etries

Pla�cons�nous dans le cas des signaux stationnaires� Dans cette situation�
les di��erents instants auxquels on pr�el�eve le signal pour calculer le cumulant
donnant la multicorr�elation jouent un r�ole sym�etrique� On peut donc choisir
arbitrairement l�instant de r�ef�erence�� De m�eme� l�ordre dans lequel on fait ap�
para��tre les di��erents retards comme arguments de la muticorr�elation est arbi�
traire� Il existe donc un ensemble de valeurs identiques de la multicorr�elation�
Ceci entra��ne� pour la multicorr�elation� des sym�etries dans l�espace des retards�

On peut �evaluer simplement le nombre de valeurs �egales de la multi�
corr�elation en fonction de l�ordre� Consid�erons une multicorr�elation d�ordre p�
mettant en jeu p instants� Il y a p choix possibles de l�instant de r�ef�erence et�
pour chaque choix de l�instant de r�ef�erence� il y a �p� 
	 ordres possibles des
p � 
 autres instants� On voit ainsi qu�une multicorr�elation d�ordre p aura�
dans l�espace des retards� p valeurs �egales� Pour la corr�elation �p ! �	� il y a
deux valeurs �egales� ce qui se traduit par la sym�etrie bien connue

C
x ���

���	 ! C
x ���

����	�

Il serait fastidieux de d�etailler les sym�etries des multicorr�elations dans le cas
g�en�eral� Pour illustrer notre propos� traitons le cas de la bicorr�elation pour
laquelle il y a � ! � valeurs �egales� En prenant l�origine en t� on obtient

C
x ���

���� ��	 ! C
x ���

���� ��	�

en prenant l�origine en t $ ��� on a

C
x ���

���� ��	 ! C
x ���

����� �� � ��	�

C
x ���

���� ��	 ! C
x ���

��� � ������	�
et en prenant l�origine en t $ ��� on obtient

C
x ���

���� ��	 ! C
x ���

����� �� � ��	�

C
x ���

���� ��	 ! C
x ���

��� � ������	�
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τ2t - τ2t - τ1+

τ1t + t + τ2t

τ1t - τ2+t - τ1t

t

Figure ��
� Les di��erentes combinaisons de trois instants donnant la m�eme
bicorr�elation� Ces combinaisons induisent les sym�etries de la bicorr�elation�

La �gure ���
	 montre comment on obtient ces di��erentes bicorr�elations
�a partir des valeurs du signal aux m�emes instants en modi�ant la date de
l�instant de r�ef�erence �indiqu�ee par un cercle sur la �gure ���
		 et l�ordre des
autres instants�

Dans le plan ��� �� les relations suivantes se traduisent par di��erentes
sym�etries� Il su�t alors de calculer la bicorr�elation dans le secteur I ��gure
����		� Cette remarque sera tr�es utile dans l�estimation des multicorr�elations�

����� Signaux �a m�emoire limit�ee

Pour pr�eciser la structure des multicorr�elations introduisons les signaux
�a m�emoire limit�ee� Cette situation donnera un premier �el�ement de r�eponse �a
la question du choix entre les moments et les cumulants dans la d�e�nition des
multicorr�elations�

Un signal x�t	 sera dit �a m�emoire limit�ee s�il existe une valeur du temps
�M telle que si deux instants t� et t� sont s�epar�es par un retard sup�erieur �a �M

jt� � t�j � �M �

alors x�t�	 et x�t�	� valeurs de ce signal aux instants t� et t�� sont deux variables
al�eatoires ind�ependantes�

La multicorr�elation d�un signal �a m�emoire limit�ee est nulle lorsque deux�
au moins� des instants de r�ef�erence sont s�epar�es par un retard sup�erieur �a
�M � Ce r�esultat est issu d�une propri�et�e des cumulants �chapitre 
	 � lorsque
deux� au moins� des variables al�eatoires intervenant dans un cumulant sont
ind�ependantes le cumulant est nul� Cette propri�et�e est assez naturelle � il
para��t logique que les multicorr�elations d�un signal �a m�emoire limit�ee aient

�Nous verrons au chapitre � que la situation est di��erente dans le cas de signaux non
stationnaires�
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Figure ���� Zone de calcul de la bicorr�elation� La bicorr�elation dans tout le
plan se d�eduit de la bicorr�elation dans la zone I par di��erentes sym�etries�

un support limit�e dans l�espace des retards� Cette propri�et�e est fausse pour les
multicorr�elations des moments� et ce r�esultat constitue un premier argument
en faveur de la d�e�nition des multicorr�elations �a partir des cumulants et non
des moments�

A titre d�exemple appliquons cette propri�et�e �a la corr�elation et �a la bi�
corr�elation� La corr�elation C

x ���
���	 d�un signal �a m�emoire limit�ee est nulle

si

j��j � �M �

et le support de la corr�elation est contenu dans le segment ���M �$�M ��

La bicorr�elation C
x ���

���� ��	 d�un signal �a m�emoire limit�ee est nulle d�es

que l�une des in�egalit�es suivantes est v�eri��ee �

j��j � �M

j��j � �M

j�� � ��j � �M �

Le support de la bicorr�elation d�un signal �a m�emoire limit�ee est contenu dans
l�hexagone repr�esent�e sur la �gure ����	�

����� Signaux �a valeurs complexes

Il est int�eressant de consid�erer le cas des signaux �a valeurs complexes que
l�on rencontre assez fr�equemment en traitement du signal� par exemple dans
le signal analytique� apr�es une transformation de Fourier ou en traitement
d�antenne� � �

Comme pour les signaux �a valeurs r�eelles� la multicorr�elation d�ordre p$q
est un cumulant d�ordre p$ q mettant en jeu les valeurs du signal x�t	 �a p$ q
instants� Lorsque le signal x�t	 est �a valeurs complexes� on peut d�e�nir p $ q
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Figure ���� L�hexagone de la bicorr�elation de signaux �a m�emoire limit�ee�

multicorr�elations di��erentes selon le nombre de termes complexes conjugu�es
�
�� 
��� 
���

C
x

�q�

�p�
�t	 ! Cum�x�t�	� x�t�	� � � � � x�tp��	� x��tp	� � � � � x��tp�q��	��

La stationnarit�e rend cette multicorr�elation invariante par changement de
l�origine des temps � la multicorr�elation ne d�epend que des p $ q � 
 �ecarts
de temps� Nous d�e�nissons alors les multicorr�elations d�ordre p $ q du signal
stationnaire x�t	 par

C
x

�q�

�p�
�� 	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� � � � � x�t$ �p��	�

x��t� �p	� � � � � x��t� �p�q��	��

o�u � ! ���� � � � � �p�q��	� Dans la notation propos�ee� p est le nombre de termes
complexes non conjugu�es� q le nombre de termes complexes conjugu�es� et en�n�
les termes conjugu�es sont plac�es apr�es les termes non conjugu�es�

Cette notation� qui peut para��tre a priori complexe� a plusieurs avan�
tages� Son int�er�et essentiel est de mettre en �evidence l�existence de p $ q mul�
ticorr�elations a priori di��erentes pour les signaux �a valeurs complexes�� Nous
montrerons sur des exemples l�existence de ces p $ q multicorr�elations�

Cette notation englobe le cas des signaux �a valeurs r�eelles pour lesquels les
p$q multicorr�elations sont �egales� C�est sans doute la raison qui a conduit �a ne
pas introduire de distinction entre les p$ q multicorr�elations possibles� Notons
en�n� nous y reviendrons� qu�il existe des classes de signaux pour lesquelles
certaines multicorr�elations sont nulles�

Indiquons en�n qu�il faut ajouter le retard dans les termes non con�
jugu�es et le retrancher dans les termes conjugu�es pour conserver la relation

�Il existe en fait des relations de conjugaisons entre certaines de ces multicorr�elations�
Pour cette raison� nous choisissons de ne jamais conjuguer le terme x�t	 correspondant 
a
l�instant de r�ef�erence�
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de transformation de Fourier �th�eor�eme de Wiener�Kintchine �
���	 entre les
multicorr�elations et les multispectres �
���

Les multicorr�elations donnent une description des signaux dans le do�
maine des retards� Comme dans l��etude �a l�ordre � on peut se placer dans le
domaine des fr�equences � on obtient alors les multispectres�

��� Multispectres

Les multispectres sont d�e�nis dans le cas de signaux al�eatoires station�
naires� Nous verrons au chapitre � comment on peut traiter le cas non sta�
tionnaire par extension des repr�esentations temps�fr�equence� Les multispec�
tres sont obtenus par transformation de Fourier multidimensionnelle des mul�
ticorr�elations� Nous allons� comme pour les multicorr�elations� envisager les
cas des signaux �a temps continu et des signaux �a temps discret� Le passage
du temps continu au temps discret nous conduira �a revenir sur le th�eor�eme
d��echantillonnage� Nous pr�esenterons le cas des signaux �a valeurs r�eelles avant
d��etendre les d�e�nitions aux signaux �a valeurs complexes� Pour donner le sens
physique des multispectres� nous ferons appel �a la repr�esentation fr�equentielle
des signaux al�eatoires stationnaires ou repr�esentation de Cram�er ���� ���� Rap�
pelons rapidement� sans entrer dans une analyse th�eorique compl�ete� les fonde�
ments de cette repr�esentation�

����� La repr�esentation de Cram�er

Les signaux d�eterministes x�t	 utiles pour le praticien ont� en g�en�eral�
une transform�ee de Fourier X��	 qui peut �etre une fonction ou une distribu�
tion� X��	 est d�enomm�ee la repr�esentation fr�equentielle du signal x�t	� On sait
que la repr�esentation temporelle x�t	 ou la repr�esentation fr�equentielle X��	
contiennent toutes les informations sur le signal� En�n le module et la phase
du nombre complexe X��	 sont le module et la phase de la composante du
signal x�t	 �a la fr�equence �� Cette d�ecomposition du signal sur la base des
fr�equences pures est tr�es utile� particuli�erement dans tous les probl�emes de
�ltrage lin�eaire� La transformation de Fourier inverse

x�t	 !

Z ��

��
X��	e���	td��

permet d�interpr�eter le signal x�t	 comme une somme d�exponentielles
�eternelles �fr�equences pures	 d�amplitude complexe X��	�

La d�e�nition de la repr�esentation fr�equentielle des signaux al�eatoires est
plus d�elicate� En e�et la transformation de Fourier� donnant la repr�esentation
fr�equentielle des signaux al�eatoires par

X��	 !

Z ��

��
x�t	e����	tdt�
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n�est pas convergente� en moyenne quadratique� lorsque x�t	 est un signal
al�eatoire stationnaire�

On trouvera dans Cram�er ���� et Blanc�Lapierre et Fortet ���� la
pr�esentation des r�esultats suivants qui �etendent aux signaux al�eatoires la no�
tion de repr�esentation fr�equentielle� Tout signal al�eatoire stationnaire x�t	�
appartenant �a la classe f ��� �voir le paragraphe ����� et ����	� peut s��ecrire
selon l�expression int�egrale

x�t	 !

Z
e���	tdX��	�

La di�cult�e vient de la nature math�ematique de dX��	 qui est une mesure
�au sens math�ematique	 al�eatoire� dX��	 est appel�e incr�ement spectral �a la
fr�equence �� Les propri�et�es de dX��	 sont donn�ees en g�en�eral �a l�ordre � �nous
allons g�en�eraliser plus loin	� On a

E�dX��	� ! ��

et

E�dX���	dX
����	� ! S

x ���
���	���� � ��	d��d��� ����	

o�u S
x ���

���	 est la densit�e spectrale de puissance du signal� x�t	� Cette relation
nous montre que

� deux composantes de fr�equences di��erentes sont d�ecorr�el�ees�

� la puissance du signal x�t	 est

Px !

Z ��

��
S
x ���

���	d�� !

Z ��

��
E�jdX���	j��+

E�jdX���	j�� est donc la puissance du signal x�t	 dans la bande d��

On peut donner une image intuitive plus simple de dX��	 ����� Consid�erons
une batterie de �ltres tr�es s�electifs disjoints� recouvrant l�axe des fr�equences�
Appliquons le signal al�eatoire x�t	 �a l�entr�ee de ces �ltres� Soit F	�x�t	� la sortie
du �ltre centr�e sur la fr�equence �� Lorsque la bande passante des �ltres tend
vers � la sortie du �ltre centr�e sur la fr�equence � tend vers F	��	e���	tdX��	�
F	��	 �etant le gain complexe du �ltre F	� L��equation ����	� associ�ee aux rela�
tions de �ltrage� nous indique que

� les sorties de deux �ltres disjoints sont d�ecorr�el�ees�

�En g�en�eral on suppose que le signal �etudi�e poss
ede une densit�e spectrale� on pourrait
g�en�eraliser en admettant que S

x ���
���	 peut �etre une distribution� � �
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� la puissance de la sortie du �ltre F	� est

E�jF	��x�t	j�� � S
x ���

���	

Z
jF	���	j�d��

soit� en normalisant le gain complexe du �ltre�

E�jF	��x�t	j�� � S
x ���

���	)��

La puissance de la sortie d�un �ltre est donc le spectre du signal multipli�e par
la bande passante du �ltre�

����� D�e�nition des multispectres

Le multispectre d�ordre p existe si la multicorr�elation d�ordre p admet
une transform�ee de Fourier �a p dimensions au sens des fonctions ou au sens
des distributions�

Le multispectre d�ordre p est� ���� 
��� �

S
x �p�

��	 !

Z
C
x �p�

�� 	 expf�����T�gd� �

o�u � ! ���� ��� � � � � �p��	 et � ! ���� ��� � � � � �p��	� On peut revenir �a la multi�
corr�elation �a partir du multispectre par transformation de Fourier inverse

C
x �p�

�� 	 !

Z
S
x �p�

��	 expf����T�gd�� ����	

����� Multispectres et repr�esentation de Cram�er

Le signal stationnaire x�t	 ayant une repr�esentation de Cram�er dX��	

x�t	 !

Z
e���	tdX��	�

la multicorr�elation d�ordre p de ce signal est

C
x �p�

�� 	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� � � � � x�t$ �p��	�

!

Z
Cum �dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	�

� e����
Pp��

i�� 	it�
Pp��

i�� 	i
i	�

����	

�Les int�egrales sont prises de �� 
a ��� sauf mention explicite� De plus les int�egrales
multiples sont repr�esent�ees sous forme d�un seul signe somme 
 s�il n�y a pas ambigu��t�e 
 et
les �el�ements di��erentiels not�es sous forme vectorielle�
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Le signal �etant stationnaire� sa multicorr�elation ne doit pas d�ependre de t�
Cette condition de stationnarit�e impose

�� $

p��X
i��

�i ! �� ����	

Cette relation d�e�nit un hyperplan d�enomm�e multiplicit�e stationnaire �
����
En identi�ant les int�egrants dans les relations ����	 et ����	 on obtient

Cum �dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	� ! S
x �p�

��	�

�
p��X
i��

�i

�
d�� � � � d�p��� ����	

qui g�en�eralise la relation ����	 pour les statistiques d�ordre sup�erieur �a ��

����� Moments ou cumulants


Dans la relation ����	 le multispectre est issu du cumulant des compo�
santes spectrales dX��	� Voyons qu�elle serait la d�e�nition des multispectres �a
partir des moments�

Avant de donner une formulation g�en�erale limitons�nous aux ordres
inf�erieurs ou �egaux �a �� Lorsque le signal �etudi�e est centr�e� les moments et
les cumulants d�ordre � et � sont identiques� La d�e�nition du spectre et du bis�
pectre� pour des signaux centr�es� peut �etre faite en rempla�cant les cumulants
apparaissant dans ����	 par des moments � c�est pour cette raison que la dis�
tinction entre moments et cumulants n�est pas introduite dans la pr�esentation
du spectre ou du bispectre�

Le cas du trispectre est di��erent� Soit un signal x�t	 centr�e� la tri�
corr�elation des moments est

C �
x ���

���� ��� ��	 ! E �x�t	x�t$ ��	x�t$ ��	x�t $ ��	� �

et elle s��ecrit en fonction de la tricorr�elation et de la corr�elation� selon

C �
x ���

���� ��� ��	 ! C
x ���

���� ��� ��	 $ C
x ���

���	Cx ���
��� � ��	

$ C
x ���

���	Cx ���
��� � ��	

$ C
x ���

���	Cx ���
��� � ��	�

En appliquant une transformation de Fourier �D �a la tricorr�elation des mo�
ments� on obtient le trispectre des moments

S�
x ���

���� ��� ��	 ! S
x ���

���� ��� ��	 $ S
x ���

���	Sx ��� ���	 ���� $ ��	

$ S
x ���

���	Sx ��� ���	 ���� $ ��	

$ S
x ���

���	Sx ��� ���	 ���� $ ��	�

���
	

�Par corr�elation� sans autre pr�ecision� nous entendons corr�elation des cumulants�
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La relation ���
	 entre le trispectre des moments et le trispectre indique que le
trispectre des moments introduit des singularit�es sur les plans���

�� $ �� ! �
�� $ �� ! �
�� $ �� ! ��

Notons qu��a l�ext�erieur de ces plans il y a �egalit�e entre les deux trispectres�
Pour un signal gaussien� le trispectre est nul� Le trispectre des moments d�un
signal gaussien est donc nul en dehors des plans d�e�nis ci�dessus� Pour un
multispectre d�ordre quelconque le sous�espace contenant le multispectre des
moments d�un signal gaussien est d�enomm�e multiplicit�e gaussienne �
����

Dans le cas du trispectre� si nous n�avions pas consid�er�e un signal centr�e
la pr�esence de la moyenne aurait introduit des singularit�es sur les axes et �a
l�origine des fr�equences�

De mani�ere g�en�erale on peut montrer que le multispectre d�ordre p� d�e�ni
�a partir des moments� est �egal au multispectre d�e�ni �a partir des cumulants
presque partout dans l�espace �a p dimensions des fr�equences� Cela signi�e que
les ensembles de points sur lesquels les deux multispectres sont di��erents sont
de dimension inf�erieure �a p�

Ces remarques seront utiles quand nous pr�esenterons les m�ethodes
d�estimation des multispectres� Nous verrons alors que la pr�esence de singu�
larit�es est tr�es g�enante � on sait bien qu�avant d�estimer la densit�e spectrale il
faut retirer la valeur moyenne� Ce r�esultat constitue un nouvel argument en
faveur de la d�e�nition des multicorr�elations et des multispectres �a partir des
cumulants�

����� Multispectres sym�etriques

La multicorr�elation C
x �p�

�� 	 met en jeu p valeurs du signal en temps� Il

est logique de disposer d�un objet fr�equentiel faisant appara��tre p valeurs de la
fr�equence� Cet objet est appel�e multispectre sym�etrique� et est la transform�ee de
Fourier de la multicorr�elation �g�en�erale� ���
� page ��	� Il est not�e ,

x �p�
�����	

avec � ! ���� ���� �p��	� Il est alors reli�e aux incr�ements spectraux par la relation
����

,
x �p�

�����	d��d� ! Cum�dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	�� ����	

La relation ����	 nous montre que� par suite de la stationnarit�e dans
l�espace fr�equentiel �a p dimensions ���� ��� � � � � �p��	� le multispectre sym�etrique
est nul en dehors de la multiplicit�e stationnaire �
��� d�e�nie par

p��X
i��

�i ! ��



�� Multicorr�elations et multispectres

Le �con�nement� du multispectre �a la multiplicit�e stationnaire vient de la
propri�et�e de stationnarit�e du signal� Ainsi il est bien connu que le spectre
�dsp	 de signaux stationnaires est d�e�ni sur la ligne �� $ �� ! � du plan ��� ���

On reliera la forme sym�etrique et la forme non sym�etrique du multispec�
tre par

,
x �p�

�����	 ! S
x �p�

��	���� $

p��X
i��

�i	� ���
�	

o�u � ! ���� ��� ���� �p��	�

����� Circularit�e des composantes spectrales

Les relations ����	 et ���
�	 montrent que le cumulant d�ordre p des com�
posantes spectrales est nul en dehors de la multiplicit�e stationnaire� Cette
propri�et�e d�ecoule de la stationnarit�e des signaux� Pour toute fr�equence � non
nulle� la condition

Pp��
i�� �i ! � n�est pas satisfaite si le cumulant est calcul�e

avec un nombre di��erent de composantes conjugu�ees et non conjugu�ees� En
cons�equence� pour toutes les fr�equences non nulles� les composantes spectrales
d�un processus stationnaire sont complexes circulaires�

����� Sym�etries

Comme les multicorr�elations� dont ils sont la transform�ee de Fourier mul�
tidimensionnelle� les multispectres ont des propri�et�es de sym�etrie� On trouvera
donc pour le multispectre d�ordre p� p points� dans l�espace des fr�equences� o�u
les valeurs du multispectre sont �egales� On sait que le spectre est pair� soit

S
x ���

��	 ! S
x ���

���	�

Il su�t donc de calculer le spectre pour les fr�equences positives� Pour le bis�
pectre� on a les relations

S
x ���

���� ��	 ! S
x ���

���� ��	�

S
x ���

���� ��	 ! S
x ���

������� � ��	�

S
x ���

���� ��	 ! S
x ���

���� � ��� ��	�

S
x ���

���� ��	 ! S
x ���

������� � ��	�

S
x ���

���� ��	 ! S
x ���

���� � ��� ��	�

Il su�t alors de conna��tre le bispectre sur le domaine f�� � �g 
 f�� � �g 

f�� � ��g pour le conna��tre partout�



���� Multispectres ��

����� Interpr�etation des multispectres

L�interpr�etation �physique� des spectres est classique � ils d�ecrivent la
r�epartition de la puissance du signal en fonction de la fr�equence� Les multi�
spectres quant �a eux donnent une description des relations statistiques existant
entre les composantes du signal �etudi�e �a di��erentes fr�equences� Ces relations
sont� en particulier� l�indicateur de transformations non lin�eaires dans la cons�
truction des signaux �ceci est d�evelopp�e au chapitre �	� Ainsi� si nous modulons
�multiplions	 un signal �a la fr�equence �� par un signal �a la fr�equence �� il ap�
para��t une composante �a la fr�equence ��$��� On a vu plus haut que si le signal
est stationnaire les composantes du signal sont d�ecorr�el�ees� L��etude� classique�
�a l�ordre �� ne peut donc pas mettre en �evidence les relations existant entre les
fr�equences ��� �� et �� $ ��� Par contre le bispectre de ces trois signaux aura
une valeur non nulle pour la bi�fr�equence ��� ��� Il permettra ainsi de mettre
en �evidence la relation entre les trois fr�equences ��� �� et �� $ ���

����� Signaux �a valeurs complexes

Comme pour les multicorr�elations il existe� dans ce cas� p$ q multispec�
tres di��erents d�ordre p $ q qui sont les transform�ees de Fourier multidimen�
sionnelles des p $ q multicorr�elations
 �
��� On a donc� pour un signal x�t	
stationnaire� �a valeurs complexes

S
x

�q�

�p�
��	 !

Z
C
x

�q�

�p�
�� 	 expf�����T�gd� �

o�u � ! ���� � � � � �p�q��	 et � ! ���� � � � � �p�q��	� La relation ����� page ��	
devient

Cum �dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	� dX���p	� � � � � dX���p�q��	� !

S
x

�q�

�p�
��	���� $

p��X
i��

�i �
p�q��X
j�p

�j	d��d�� � � � d�p�q���

La stationnarit�e impose alors

�� $

p��X
i��

�i �
p�q��X
j�p

�j ! ��

et on obtient donc en notations sym�etriques

,
x

�q�

�p�
�����	 ! S

x

�q�

�p�
��	���� $

p��X
i��

�i �
p�q��X
j�p

�j	

�Rappelons que les termes complexes conjugu�es sont plac�es apr
es les termes non com�
plexes conjugu�es� et que le premier terme de la multicorr�elation� x�t	� n�est par convention
jamais conjugu�e�
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o�u le multispectre sym�etrique est d�e�ni par

,
x

�q�

�p�
�����	 !

Z
C
x

�q�

�p�
�t	e����

Pp��
k�� 	iti�

Pp�q��
k�p 	iti�dt�

t �etant �t�� � � � � tp�q��	�
Il y a� dans ce cas� p $ q multiplicit�es stationnaires� La multiplicit�e sta�

tionnaire M q
p est d�e�nie par

p��X
i��

�i �
p�q��X
j�p

�j ! ��

A titre d�illustration consid�erons le cas des signaux analytiques et des signaux
circulaires�

Signaux analytiques A un signal �a valeurs r�eelles x�t	� on associe un signal
�a valeurs complexes z�t	 par les relations�

Z��	 ! �X��	 pour � � �
Z��	 ! � pour � 	 ��

On sait que l�on peut obtenir le signal analytique en utilisant un �ltre
de quadrature ou une transformation de Hilbert �
��� � De tels signaux
sont utilis�es� en particulier� en t�el�ecommunication et dans l�analyse temps�
fr�equence�

Les signaux analytiques ne contenant que des fr�equences positives ont une
repr�esentation de Cram�er nulle pour les fr�equences n�egatives� Les incr�ements
spectraux dX��i	� 
 � i � p$q�
� intervenant dans le multispectre sym�etrique
sont donc non nuls dans le domaine DA v�eri�ant

�i � � 
 � i � p $ q � 
�

La multiplicit�e stationnaire Mp
p du multispectre sans composante com�

plexe conjugu�ee du signal analytique est d�e�nie par

�p��X
i��

�i ! ��

La multiplicit�e stationnaire Mp
p et le domaine DA ont une intersection nulle �

ceci montre que la multicorr�elation C
z

�p�

�p�
�� 	 et le multispectre S

z

�p�

�p�
��	 sont

nuls pour des signaux analytiques stationnaires�
Ceci �etend un r�esultat connu �a l�ordre �� On sait que la corr�elation

C
z ���

�� 	 ! E�z�t	z�t$ � 	��

et le spectre associ�e sont nuls pour un signal analytique�



���� Filtrage lin�eaire ��

Signaux circulaires Les signaux circulaires sont des signaux �a valeurs com�
plexes dont les valeurs prises �a un certain nombre d�instants� quelconques pour
des signaux circulaires au sens strict� ou jusqu��a p pour des signaux circulaires
d�ordre p� sont des variables al�eatoires circulaires �
�
� �chapitre 
	�

Il r�esulte des propri�et�es des variables al�eatoires circulaires que pour ces

signaux toutes les multicorr�elationsC
x

�q�

�p�
�� 	 et tous les multispectres S

x

�q�

�p�
��	

qui ne v�eri�ent pas la condition q ! p sont nuls�

Apr�es avoir d�e�ni les multicorr�elations et les multispectres� voyons com�
ment ils se transforment par �ltrage lin�eaire�

��� Filtrage lin�eaire

Les statistiques d�ordre sup�erieur ont une grande importance pour l��etude
des syst�emes lin�eaires �chapitre �	� Nous examinons dans ce paragraphe les
transformations subies par les multicorr�elations et les multispectres lors d�un
�ltrage lin�eaire� Commen�cons dans le domaine fr�equentiel�

����� Relations de �ltrage en fr�equence�

Plut�ot que de donner in�extenso les formules de �ltrage� ce qui conduit �a
des expressions arides et assez peu lisibles� nous allons d�etailler le m�ecanisme
de construction de la relation reliant le multispectre de la sortie au multispectre
de l�entr�ee�

Soit le signal y�t	 issu du �ltrage du signal x�t	 par le �ltre de gain
complexe A��	� La relation entre la repr�esentation de Cram�er ���� de l�entr�ee
et de la sortie s��ecrit

dY ��	 ! A��	dX��	� ���

	

Connaissant le multispectre de l�entr�ee S
x

�q�

�p�
��	� nous cherchons le multispec�

tre de la sortie S
y

�q�

�p�
��	� Toutes les formules de �ltrage se d�eduisent des re�

marques suivantes�
Dans un multispectre� il appara��t trois types de situations pour les si�

gnaux �

� le signal consid�er�e occupe la premi�ere place� c�est le signal que nous avons
convenu de ne pas remplacer par son complexe conjugu�e�

� le signal consid�er�e n�occupe pas la premi�ere place et n�est pas complexe
conjugu�e�

� le signal consid�er�e n�occupe pas la premi�ere place et est complexe con�
jugu�e�
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Appelons �i �i ! �� � � � � p � 
	 les fr�equences associ�ees aux signaux non com�
plexes conjugu�es et �j �j ! p� � � � � p$q�
	 les fr�equences associ�ees aux signaux
complexes conjugu�es� En utilisant la relation entr�ee�sortie des repr�esentations
de Cram�er donn�ee par ���

	 et le multispectre exprim�e comme un cumulant
des repr�esentations de Cram�er �voir le paragraphe �����	 on voit que le multi�
spectre de la sortie est le multispectre de l�entr�ee multipli�e par �

� A��P
i �i $

P
j �j	 � c�est l�e�et du �ltrage sur le premier terme� la

composante fr�equentielle de ce terme est �P
i �i $

P
j �j par suite du

con�nement sur la multiplicit�e stationnaire�

� A��i	 pour chacun des termes non complexes conjugu�es + c�est l�e�et de
�ltrage de chacun de ces termes�

� A���j	 pour chacun des termes complexes conjugu�es + c�est l�e�et de
�ltrage de ces termes�

L�application de ces r�egles permet de r�esoudre tous les probl�emes de �ltrage�
Examinons quelques exemples simples�

Le spectre S
y ���

��	 du signal �ltr�e est issu du spectre du signal d�entr�ee

multipli�e par A��	 par suite du �ltrage du terme non complexe conjugu�e et
par A���	 par suite du �ltrage du premier terme� on obtient donc �

S
y ���

��	 ! A��	A���	S
x ���

��	 +

pour des signaux �a valeurs r�eelles on a A���	 ! A���	� donnant la formule
connue

S
y ���

��	 ! A��	A���	S
x ���

��	 ! jA��	j� S
x ���

��	� ���
�	

Pour le bispectre S
y ���

���� ��	 il faut multiplier par A���	� A���	 et A�������	
donnant

S
y ���

���� ��	 ! A���	A���	A���� � ��	Sx ���
���� ��	�

soit� pour des signaux �a valeurs r�eelles

S
y ���

���� ��	 ! A���	A���	A
���� $ ��	Sx ��� ���� ��	� ���
�	

La comparaison de ���
�	 et ���
�	 est int�eressante car elle introduit une
des propri�et�es pratiques importantes du bispectre� Dans ���
�	� la phase du
�ltre dispara��t � on sait qu�il est impossible de retrouver la phase d�un �ltre �a
partir du spectre de la sortie� Dans ���
�	� en appelant "��	 la phase du �ltre
et #x���� ��	 et #y���� ��	 la phase du bispectre de x et de y� on a la relation

#y���� ��	 ! "���	 $ "���	� "��� $ ��	 $ #x���� ��	�

montrant que le bispectre contient des informations sur la phase du �ltre� Cette
propri�et�e sera utilis�ee au chapitre � pour l�identi�cation aveugle d�un �ltre�
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����� Relations de �ltrage en temps

En temps la relation sortie�entr�ee est une convolution qui s��ecrit� pour
les di��erentes composantes�

y�t	 !

Z ��

��
a�u	x�t� u	du�

On en d�eduit� par suite de leur propri�et�e de multilin�earit�e� la formule de
�ltrage des cumulants �
�
�� Le cumulant d�ordre � de signaux scalaires r�eels
�ltr�es par un �ltre de r�eponse impulsionnelle a�t	 est

Cum �y�t�	� y�t� $ � 	� !

Z Z
a�u�	a�u�	

� Cum �x�t� � u�	x�t� $ � � u�	� du�du��

donnant pour la corr�elation de ces signaux

C
y ���

�� 	 !

Z Z
a�u�	a�u�	Cx ���

�� $ u� � u�	du�du��

En proc�edant de m�eme� la bicorr�elation de la sortie s��ecrit

C
y ���

���� ��	 !

Z Z Z
a�u�	a�u�	a�u�	

� C
x ���

��� $ u� � u�� �� $ u� � u�	du�du�du��

Un cumulant d�ordre � de signaux �a valeurs complexes �ltr�es par un �ltre
de r�eponse impulsionnelle a�t	 est

Cum �y�t�	� y��t� � � 	� !

Z Z
a�u�	a

��u�	

� Cum �x�t� � u�	� x��t� � � � u�	� du�du��

donnant pour la corr�elation correspondante

C
y

���

���
�� 	 !

Z Z
a�u�	a

��u�	Cx

���

���
��� $ u� � u�	du�du��

Pour une bicorr�elation� la relation entr�ee�sortie est

C
y

���

���
���� ��	 !

Z Z Z
a�u�	a�u�	a

��u�	

� C
x

���

���
��� $ u� � u����� $ u� � u�	du�du�du��

On peut facilement g�en�eraliser ces r�esultats par extrapolation � nous lais�
serons ce plaisir au lecteur � � �
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��� Echantillonnage et signaux �a temps discret

Ce paragraphe examine l�extension aux signaux �a temps discret de la
notion de multicorr�elation et de multispectre�

����� L	�echantillonnage

Les capteurs nous donnent des signaux x�t	 d�ependant contin�ument du
temps� On utilise de plus en plus des syst�emes de traitement num�eriques
�ordinateurs� microprocesseurs	 qui traitent des suites de nombres�� Pour
rendre un signal �a temps continu accessible �a un syst�eme num�erique nous
devons pr�elever un certain nombre de ses valeurs ��echantillons	� Cette
op�eration d��echantillonnage peut �etre pratiqu�ee de diverses mani�eres �
����
G�en�eralement on r�ealise un �echantillonnage r�egulier qui consiste �a pr�elever des
�echantillons r�eguli�erement r�epartis dans le temps� L��ecart de temps TE qui
s�epare deux �echantillons successifs est la p�eriode d��echantillonnage� La p�eriode
d��echantillonnage est �x�ee par une horloge dont la pr�ecision est forc�ement
limit�ee� Les �eventuelles erreurs d�horloge constituent le ph�enom�ene de gigue qui
vient perturber l��echantillonnage� Nous admettrons que ces erreurs sont assez
faibles pour pouvoir �etre n�eglig�ees� Nous r�ealiserons ainsi un �echantillonnage
r�egulier parfait�

Le th�eor�eme d��echantillonnage �
��� nous indique que l�on peut recons�
tituer un signal �a temps continu �a partir du signal �a temps discret� signal
obtenu par �echantillonnage� si le signal �a temps continu a une largeur de bande
limit�ee par B �X��	 ! � si j�j � B	 et si la p�eriode d��echantillonage v�eri�e
la condition de Shannon

TE � 


�B
�

Dans ces conditions on peut reconstituer la corr�elation �a temps continu
�a partir de la corr�elation �a temps discret� Par transformation en fr�equences
r�eduites de la corr�elation �a temps discret on obtient exactement la densit�e
spectrale du signal �a temps continu�

Ces r�esultats importants montrent que� �a l�ordre �� on ne perd pas
d�information sur le signal �etudi�e si il v�eri�e les conditions du th�eor�eme
d��echantillonnage�

Nous nous int�eressons ici �a des caract�eristiques d�ordre sup�erieur �a � �
multicorr�elations et multispectres� Comment ces caract�eristiques sont�elles af�
fect�ees par l��echantillonnage�

L��etude des signaux �a largeur de bande limit�ee nous permettra de poser
le probl�eme� Nous montrerons que les conditions d��echantillonnage sont plus

	Nous ne consid�ererons pas ici la quanti�cation de ces nombres qui r�esulte du nombre
�ni de d�ecimales�
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Figure ���� Support du bispectre des signaux �a bande limit�ee�

strictes lorsque l�on s�int�eresse �a des multicorr�elations ou �a des multispectres
d�ordre sup�erieur �a � �
��� 
���� Nous terminerons par l��etude du �ltrage des
signaux �a temps discret par des �ltres num�eriques ��echantillonn�es� digitaux	�

����� Signaux �a bande limit�ee et �echantillonnage

Soit un signal x�t	 dont les multicorr�elations� �a tous les ordres� sont
des impulsions de Dirac �a l�origine� Les multispectres de ce signal sont des
constantes� On appellera ce signal un signal blanc �a tous les ordres ou signal
blanc au sens fort� Notons au passage - on en trouvera une pr�esentation plus
d�etaill�ee dans ���� et nous en reparlerons au chapitre � - que la notion de
blancheur se complique quand on s�int�eresse �a des caract�eristiques d�ordre
sup�erieur �a �� On peut d�e�nir des signaux blancs jusqu��a un certain ordre�
Le signal blanc parfait est blanc �a tous les ordres� Les signaux gaussiens sont
particuliers + pour ces signaux dont tous les cumulants d�ordre sup�erieur �a �
sont nuls� la blancheur �a l�ordre � entra��ne la blancheur parfaite� Filtrons le
signal blanc x�t	 par un �ltre passe�bas id�eal dont le gain complexe F ��	 est
une fonction porte de largeur� �B �

F ��	 ! .�B��	+

nous construisons ainsi un signal xB�t	 �a bande limit�ee �a B� Les multispectres
de ce signal sont donn�es par les relations de �ltrage en fr�equence �voir ����
	�
Consid�erons� pour simpli�er la discussion� le bispectre

S
xB ���

���� ��	 ! S
x ���

F ���	F ���	F
���� $ ��	�

S
x ���

�etant le bispectre de x�t	�

Le bispectre de xB�t	 est �egal �a S
x ���

dans l�hexagone repr�esent�e sur la

�gure ����	 et il est �egal �a � ailleurs� Consid�erons le pseudo�signal �a temps


Ce �ltre est irr�ealisable mais on peut l�approcher aussi pr
es que l�on veut�
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Figure ���� Repr�esentation de Cram�er des signaux �a bande limit�ee
�echantillonn�es

continu xE�t	 obtenu �a partir des �echantillons de xB�t	

xE�t	 !
X
n

xB�nTE	��t� nTE	�

Comme �a l�ordre �� le bispectre de xE�t	 est p�eriodis�e dans le plan ��� ���
On pourrait �etre tent�e de croire que l�on peut retrouver sans erreur le bispectre
du signal �a temps continu d�es que la p�eriode d��echantillonnage v�eri�e la con�
dition de Shannon�� Il n�en est pas ainsi et cela est montr�e dans �
��� 
���� La
raison est que� contrairement au cas de l�ordre �� les multispectres d�ordre
sup�erieur font intervenir simultan�ement plusieurs fr�equences� Le bispectre
S
x ���

���� ��	� par exemple� fait appel aux fr�equences ��� �� et �� $ ��� Ce sont

les repr�esentations de Cram�er qui sont en fait p�eriodis�ees et pour que le bispec�
tre soit non nul il su�t que les trois fr�equences ��� �� et �� $ �� soient situ�ees
dans un des segments de l�axe des fr�equences sur lesquels la repr�esentation de
Cram�er est non nulle� En examinant la �gure ����	 on s�aper�coit que ceci peut
se r�ealiser si �� � B� �� � B et �E �B � �� $ �� � �E $ B o�u �E ! 
�TE est
la fr�equence d��echantillonnage� Le cas le plus d�efavorable est celui pour lequel
�� ! B� �� ! B� Pour que� dans ce cas� �� $ �� ne soit pas dans le segment
��E �B� �E $ B� il faut que B v�eri�e

�B � �E �B�

soit

B � 


�
�E� ���
�	

Pour retrouver� apr�es �echantillonnage le motif du bispectre du signal �a temps
continu dans le carr�e

j��j � �E
�

et j��j � �E
�
�

�Dans ce cas� les di��erents motifs obtenus par p�eriodisation ne se chevauchent pas�
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la largeur de bande du signal �a temps continu doit v�eri�er la condition ���
�	
qui est plus forte que la condition de Shannon�

Ce r�esultat obtenu sur le bispectre peut �etre g�en�eralis�e aux multispec�
tres� Le multispectre d�ordre p fait appara��tre la repr�esentation de Cram�er aux
fr�equences �i �� � i � p � 
	 et �a la fr�equence

Pp��
i�� �i� En reprenant les

arguments d�evelopp�es plus haut on voit que le multispectre �echantillonn�e sera
�egal au multispectre du signal �a temps continu dans l�hypercube

j�ij � �E
�

� � i � p� 
�

si la largeur de bande v�eri�e la condition �

B � 


p
�E�

Nous pouvons donc �enoncer le th�eor�eme d��echantillonnage� pour les mul�
tispectres� sous la forme suivante �

Pour que le multispectre d�ordre p du signal �echantillonn�e soit �egal au
multispectre du signal �a temps continu x�t	 dans l�hypercube j�ij � �E���
�
 � i � p� 
	� il faut �

� que le signal x�t	 ait une largeur de bande limit�ee par B�

� que la p�eriode d��echantillonnage TE v�eri�e la condition

TE � 


pB
�

Cette pr�esentation du th�eor�eme d��echantillonnage soul�eve diverses ques�
tions sur lesquelles nous allons revenir en �etudiant le support du multispectre�

����� Sur la g�eom�etrie du support des multispectres

Revenons� pour simpli�er� au bispectre du signal �echantillonn�e xE�t	
pr�esent�e ci�dessus� Consid�erons ��gure ����		 dans le plan ��� �� le carr�e d�e�ni
par

j��j � �E
�

et j��j � �E
�

+

par suite des relations de sym�etrie �paragraphe �����	 il su�t de conna��tre le
bispectre dans les triangles T� et T�� Par ailleurs� en �etudiant le support du
bispectre de signaux �a bande limit�ee �voir �����	 nous avons vu que� pour des
signaux stationnaires� le bispectre doit �etre con�n�e dans le triangle T�� Dans la
section pr�ec�edente� nous avons cependant montr�e que l�on peut voir appara��tre
des valeurs non nulles dans le triangle T� si� tout en respectant la condition de
Shannon� on ne v�eri�e pas la condition plus forte ���
�	� Les termes parasites�
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Figure ���� Les di��erentes zones du bispectre� Le bispectre d�un signal correc�
tement �echantillonn�e est nul dans dans le triangle T��

issus du non�respect de la condition ���
�	� ne peuvent pas appara��tre dans
le triangle T�� Ceci nous indique que pour un signal stationnaire on peut se
contenter de la condition de Shannon et obtenir le bispectre sans erreurs en
mettant �a � les points contenus dans le triangle T��

Cette remarque permet de lever une apparente contradiction dans les
r�esultats donn�es en ������ En e�et� on sait que lorsque l�on respecte la condi�
tion de Shannon on peut reconstruire le signal sans erreur� L��echantillonnage
selon Shannon ne fait donc pas perdre d�information sur le signal� Il peut
donc sembler anormal d��etre conduit �a appliquer une condition plus forte pour
l��echantillonnage� Cela n�est pas absolument n�ecessaire puisque les artefacts
engendr�es dans le calcul des multispectres peuvent �etre �e�ac�es��

La situation est cependant di��erente dans le cas des signaux non sta�
tionnaires� Hinich �
��� a montr�e que pour ces signaux il appara��t des valeurs
non nulles du bispectre dans le triangle T�� Il a propos�e sur cette base un test
de stationnarit�e� Si le signal trait�e peut �etre non stationnaire� il faudra �etre
prudent dans les op�erations d��echantillonnage� � �

����� Multispectres des signaux �a temps discret

Le signal stationnaire �a temps continu x�t	 v�eri�ant une des condi�
tions �enonc�ees ci�dessus est �echantillonn�e pour donner le signal �a temps dis�
cret �num�erique� digital	 x�n	� Pour simpli�er les notations on sous�entend la
p�eriode d��echantillonnage� et l�instant nTE est not�e n� La multicorr�elation de
x�n	 est d�e�nie par��

C
x �p�

�k	 ! Cum�x�n	� x�n$ k�	� � � � � x�n$ kp��	��

o�u k ! �k�� � � � � kp��	�

��Nous nous limitons ici aux signaux 
a valeurs r�eelles� On peut �egalement consid�erer des
signaux 
a valeurs complexes�
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Im(z)

Re(z)
2πλ

2π λ
e

j

Figure ���� Plan complexe des Z et fr�equence r�eduite� En restreignant Z au
cercle unit�e� on retrouve la notion de fr�equence dans la fr�equence r�eduite ��
qui varie de �
�� �a 
���

Pour passer en fr�equence on sait qu�il existe� pour les signaux �a temps
discrets� deux types de transformations � la transformation en Z et la trans�
formation en fr�equences r�eduites �
����

La transform�ee en Z �
��� de la fonction �a temps discret f�n	 est la
fonction de la variable complexe�� z

F �z	 !
��X

n���
f�n	z�n�

Cette transform�ee est d�e�nie dans une couronne du plan complexe� Il existe
une transform�ee inverse permettant de retrouver f�n	 �a partir de F �z	�

La transformation en Z est surtout utile pour la description des syst�emes
lin�eaires� Pour la repr�esentation des signaux� on souhaite retrouver une
grandeur ayant le sens physique d�une fr�equence� Ceci est r�ealis�e par la trans�
formation en fr�equences r�eduites �
��� qui n�est� somme toute� que la restriction
de la transform�ee en Z au cercle C� de rayon 
 dans le plan complexe des Z�

En se pla�cant sur le cercle C� dans le plan complexe des Z ��gure ����		
on peut poser

z ! e�����

On obtient alors la transform�ee en fr�equences r�eduites de f�n	� que nous
noterons improprement F ��	 pour simpli�er les notations� d�e�nie par

F ��	 !
��X

n���
f�n	e����n��

��Nous consid�erons ici la transform�ee en Z bilat�erale dont l�usage est n�ecessaire pour
repr�esenter des signaux stationnaires�
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La transformation inverse est donn�ee par

f�n	 !

Z ���

����
F ��	e���n�d�� ���
�	

La similitude de cette relation avec l�expression de la transform�ee de Fourier
inverse permet de retrouver dans � la notion de fr�equence� En �ecrivant

���n� ! ����nTE	

�
�

TE

�
�

on voit appara��tre le temps nTE et la fr�equence ��TE� L�int�egrale apparaissant
dans ���
�	 est limit�ee� en fr�equences r�eduites �� au segment ��
���$
���� soit
en fr�equences �a ��
��TE�$
��TE�� c�est��a�dire �a la bande de Shannon� Les
multispectres pourront donc �etre d�e�nis en Z ou en fr�equences r�eduites�

Le multispectre en Z est la transform�ee en Z multidimensionnelle de la
multicorr�elation

S
x �p�

�z�� � � � � zp��	 !
X
k�

� � �
X
kp��

C
x �p�

�k�� � � � � kp��	z
�k�
� � � � z

�kp��

p�� � ���
�	

Le multispectre en fr�equences r�eduites est la transform�ee multidimen�
tionnelle en fr�equences r�eduites de la multicorr�elation

S
x �p�

���� � � � � �p��	 !
X
k�

� � �
X
kp��

C
x �p�

�k�� � � � � kp��	e����k��� � � � e����kp���p���

���
�	
Pratiquement� nous y reviendrons plus loin� les multispectres sont cal�

cul�es en utilisant la transformation de Fourier discr�ete� TFD �����

����� Multispectres et composantes spectrales

Comme nous l�avons vu au paragraphe ����� pour les signaux �a temps
continu� on peut �egalement d�e�nir la repr�esentation de Cram�er des signaux �a
temps discret par

x�n	 !

Z ���

����
e����ndX��	�

On en d�eduit le multispectre sym�etrique en fr�equences r�eduites

,
x �p�

�����	d��d� ! Cum�dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	�� ���

	

o�u � ! ���� ��� � � � � �p��	� Dans le cas de signaux stationnaires� ce multispectre
sym�etrique est reli�e au multispectre par

,
x �p�

�����	 ! S
x �p�

��	 ���� $

p��X
i��

�i	� ���
�	
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Dans cette relation la somme
Pp��

i�� �i est prise modulo 
� Dans ce cas� la mul�
tiplicit�e stationnaire est form�ee d�une famille p�eriodique d�hyperplans� Cette
relation nous indique que� comme les composantes spectrales des signaux �a
temps continu� les composantes spectrales d�un signal �a temps discret ont des
propri�et�es de circularit�e� La question est ici un peu plus complexe par suite de
la p�eriodicit�e de la multiplicit�e stationnaire� Les composantes spectrales� �a la
fr�equence r�eduite �� sont circulaires au sens strict si �p� p� �! � modulo 
�

����� Filtrage lin�eaire �a temps discret

Les relations entre l�entr�ee et la sortie d�un syst�eme lin�eaire� donn�ees en
����
 pour les signaux �a temps continu� s��etendent sans di�cult�e au cas du
�ltrage lin�eaire des signaux �a temps discret� Nous allons les pr�esenter dans le
domaine des fr�equences �fr�equence r�eduite ou en Z	 et dans le domaine du
temps�

����� Relations de �ltrage en fr�equence

Relations de �ltrage en fr�equences r�eduites Les formules de �ltrage
se d�eduisent des formules donn�ees au paragraphe ����
 en rempla�cant les
fr�equences �i par les fr�equences r�eduites �i� Dans le cas d�un �ltre �a une entr�ee
x�t	 et une sortie y�t	� de gain complexe A��	� on a en fr�equences r�eduites

dY ��	 ! A��	dX��	�

On obtient pour le spectre

S
y ���

��	 ! A��	A���	S
x ���

��	� �����	

Or� pour les signaux �a valeurs r�eelles le gain complexe du �ltre v�eri�e A���	 !
A���	� donnant la formule connue

S
y ���

��	 ! A��	A���	S
x ���

��	 ! jA��	j� S
x ���

��	�

Pour le bispectre et pour des signaux �a valeurs r�eelles la relation de �ltrage est

S
y ���

���� ��	 ! A���	A���	A
���� $ ��	Sx ���

���� ��	�

On voit� comme au paragraphe ����
� que le bispectre contient des informations
sur la phase du �ltre�

Relations de �ltrage en Z On peut d�eduire les formules de �ltrage en Z
des formules de �ltrage en fr�equences r�eduites en utilisant les deux remarques
suivantes �
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� le passage des variables fr�equentielles aux variables z est une transfor�
mation homomorphique �

z ! e�����

Cette transformation applique le groupe additif dans le groupe multipli�
catif�

� le fait de remplacer un signal par son complexe conjugu�e inverse le sens
du temps � cette transformation applique l�int�erieur du cercle unit�e sur
l�ext�erieur de ce cercle en r�ealisant une inversion g�eom�etrique� En Z cette
transformation revient �a remplacer z par 
�z��

Un signal non complexe conjugu�e� di��erent du premier � i�e� x�n	 dans
la multicorr�elation	� �ltr�e par le �ltre de gain complexe A�z	 est donc mul�
tipli�e par A�z	� Un signal complexe conjugu�e� �ltr�e par A�z	� est multi�
pli�e par A��
�z�	� En�n le premier signal� �ltr�e par A�z	 est multipli�e par
A�
Q
zj�

Q
zi	� les zi �etant les variables z des signaux non complexes conjugu�es

et les zj les variables z des signaux complexes conjugu�es� Cette derni�ere r�egle
est issue du remplacement des additions et des soustractions par des produits
et des divisions�

En appliquant ces r�egles� si y�n	 est issu du �ltrage de x�n	 par le �ltre
de fonction de transfert A�z	� on obtient pour les spectres

S
y

���

���
�z	 ! A�z	A��




z�
	S

x

���

���
�z	

et

S
y ���

�z	 ! A�



z
	A�z	S

x ���
�z	�

Pour les bispectres� les relations entr�ee�sortie sont alors

S
y ���

�z�� z�	 ! A�



z�z�
	A�z�	A�z�	Sx ���

�z�� z�	

S
y

���

���
�z�� z�	 ! A�

z�
z�

	A�z�	A
��




z��
	S

x

���

���
�z�� z�	

S
y

���

���
�z�� z�	 ! A�z�z�	A

��



z��
	A��




z��
	S

x

���

���
�z�� z�	

����� Relations de �ltrage en temps

Les relations de �ltrage en temps discret sont identiques �a celles que nous
avons donn�ees pour les signaux �a temps continu en rempla�cant les convolutions
�a temps continu par des convolutions �a temps discret�

Pour la corr�elation de signaux r�eels �ltr�es par un �ltre de r�eponse impul�
sionnelle a�k	

C
y ���

�k	 !
X
l�

X
l�

a�l�	a�l�	Cx ���
�k $ l� � l�	�
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et pour la bicorr�elation

C
y ���

�k�� k�	 !
X
l�

X
l�

X
l�

a�l�	a�l�	a�l�	Cx ���
�k� $ l� � l�� k� $ l� � l�	�

Nous avons d�e�ni les multicorr�elations et les multispectres pour les si�
gnaux al�eatoires stationnaires �a temps continu et �a temps discret� Voyons com�
ment on peut �etendre ces notions au cas des signaux d�eterministes�

��� Ergodisme� signaux d�eterministes

Les d�e�nitions des multicorr�elations et des multispectres pour les signaux
al�eatoires sont fond�ees sur les moyennes d�ensemble �moments et cumulants	�
Ces caract�eristiques sont d�e�nies �a partir des propri�et�es probabilistes du signal�
La notion de moyenne d�ensemble n�a pas de sens pour les signaux certains�
Nous pourrons cependant uni�er la pr�esentation des propri�et�es des signaux
al�eatoires et d�eterministes en introduisant la notion d�ergodisme�

����� Ergodisme

G�en�eralit�es La mesure pratique �estimation	 des moyennes d�ensemble est
r�ealis�ee� en g�en�eral� en utilisant des moyennes empiriques� Dans l��etude d�un
syst�eme d�etermin�e� les moyennes empiriques sont obtenues en utilisant un
grand nombre de syst�emes identiques et en calculant la moyenne sur cet ensem�
ble de syst�emes �d�o�u la d�enomination de moyenne d�ensemble	� Cette approche
est r�ealis�ee par les statisticiens pour r�ealiser� par exemple� des sondages� La
loi fait m�eme une obligation aux instituts de sondage de publier la �taille de
l��echantillon�� nombre d�individus �syst�emes	 sond�es pour estimer la moyenne
empirique� La taille de l��echantillon est une mesure de la pr�ecision ��abilit�e	
du sondage�

Les exp�erimentateurs ne disposent pas toujours d�un nombre su�sant
de syst�emes identiques leur permettant d�estimer avec pr�ecision une moyenne
d�ensemble� Par contre� il leur est souvent possible d�observer le syst�eme pen�
dant un temps su�samment long� On a alors pens�e �a remplacer les moyennes
d�ensemble par des moyennes dans le temps � moyennes temporelles �����
L�ergodisme r�egit les relations qui existent entre les moyennes d�ensemble
et les moyennes temporelles� Pour un syst�eme stationnaire et ergodique� les
moyennes d�ensemble sont �egales aux moyennes temporelles correspondantes
����� On a donc l�a un moyen de mesure des moyennes �a partir de l�observation
d�un seul syst�eme pendant un temps su�samment long �in�ni �a la limite	 �
����

La notion d�ergodisme remonte �a Boltzmann qui l�a utilis�ee dans la
th�eorie cin�etique des gaz� Un gaz est form�e d�un grand nombre de particules
identiques� Pour calculer sur ce gaz une moyenne d�ensemble il faudrait� �a un
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instant donn�e� mesurer les caract�eristiques �vitesse par exemple	 de chacune
des particules et calculer la moyenne sur l�ensemble des particules� Le th�eor�eme
ergodique ���� nous indique dans quelles conditions on peut remplacer cette
moyenne d�ensemble par la moyenne de la m�eme grandeur calcul�ee en suivant
la trajectoire d�une particule pendant un temps su�samment long�

Des r�esultats ont �et�e donn�es dans ���� sur les moyennes d�ensemble et
les moyennes temporelles de signaux� Ces r�esultats fondent l�ergodisme d�une
classe importante de signaux� Ils nous permettront d��etendre les notions de
multicorr�elation et de multispectre� Notons �egalement� nous y reviendrons au
paragraphe ���� que ces r�esultats donnent des moyens pratiques de mesure
�estimation	 des multicorr�elations et des multispectres�

Moyennes d�ensemble et moyennes temporelles Dans ����� on con�
sid�ere L signaux x��t	� � � � � xL�t	 obtenus par un �ltrage de Volterra �chapitre
�	 d�ordre �eventuellement in�ni d�une suite b�t � p	 de variables al�eatoires
ind�ependantes �bruit blanc parfait	� La composante l de ce signal s��ecrit

xl�t	 ! �l�t	 $

�X
i��

fi�l�b�t	��

o�u

fi�l�b�t	� !

Z
hi�l�u�� � � � � ui	b�t� u�	 � � � b�t� ui	du� � � � dui�

est un �ltre de Volterra homog�ene �chapitre �	 d�ordre i� La moyenne du signal
d�entr�ee est suppos�ee born�ee en module

j�l�t	j 	��

les moments du bruit blanc d�entr�ee sont �egalement suppos�es born�es en module

E�b�t	q� 	��

et les noyaux de Volterra hi�l�u�� � � � � ui	 sont sommables en moduleZ
� � �

Z
jhi�l�u�� � � � � ui	jdu� � � � dui 	��

Ce mod�ele est tr�es g�en�eral et recouvre un grand nombre de situations pra�
tiques� Il g�en�eralise au cas des ordres sup�erieurs le mod�ele utilis�e tr�es souvent
consistant �a d�ecrire un signal al�eatoire comme la sortie d�un �ltre lin�eaire et
stationnaire excit�e par un bruit blanc� Dans ce mod�ele� on s�epare les propri�et�es
probabilistes du signal qui sont �x�ees par le bruit blanc �il su�t� pour l�analyse
�a l�ordre �� d�un bruit blanc �a l�ordre �	� de la �forme spectrale� du signal qui
est �x�ee par le �ltre�
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Dans l��etude des statistiques d�ordre sup�erieur� les �ltres de Volterra
�xent les propri�et�es du signal aux divers ordres� Les conditions impos�ees au
bruit d�entr�ee et aux �ltres de Volterra assurent que tous les moments et les
cumulants des signaux al�eatoires ainsi construits sont born�es et que les mul�
ticorr�elations v�eri�ent des conditions d�int�egrabilit�e� Cette int�egrabilit�e des
multicorr�elations est une condition d�ergodisme ���� ����

Dans la situation d�ecrite ci�dessus� on a le r�esultat suivant pour les si�
gnaux al�eatoires stationnaires �

lim
T��




�T

Z T

�T
x��t$ ��	 � � � xL�t $ �L	dt ! E �x��t$ ��	 � � � xL�t$ �L	� � ����
	

Cette relation montre l�identit�e� asymptotique� entre les moyennes temporelles
et les moyennes d�ensemble� Elle va nous permettre de red�e�nir les multi�
corr�elations et les multispectres �a partir des moyennes temporelles� Cette nou�
velle d�e�nition donnera un sens aux multicorr�elations et aux multispectres des
signaux d�eterministes� Avant de pouvoir donner ces d�e�nitions� nous devons
d�e�nir les cumulants dans cette nouvelle approche�

Les cumulants La relation ����
	 d�e�nit les moments �a partir des moyennes
temporelles� Pour obtenir les cumulants des pr�ecautions doivent �etre prises�
Posons le probl�eme dans le cas simple de la corr�elation

C
x ���

�� 	 ! E�x�t	x�t$ � 	�� E�x�t	�E�x�t$ � 	� ! C �
x ���

�� 	�m�
x�

C �
x ���

�� 	 �etant la corr�elation des moments� Pour estimer C
x ���

�� 	 par des

moyennes temporelles� nous estimons la fonction de corr�elation des moments
par une moyenne temporelle en int�egrant sur une dur�ee T � En int�egrant sur
une dur�ee T �nie� nous obtenons une estimation qui tend vers la valeur exac�
te lorsque T tend vers l�in�ni� Nous repr�esentons les valeurs approch�ees en
coi�ant le symbole de la valeur exacte d�un chapeau

cC �
x ���

�� 	 !



T

Z
T

x�t	x�t$ � 	dt

et bmx !



T

Z
T

x�t	dt�

cette proc�edure conduit� comme nous allons le voir �a un probl�eme�
Si la fonction de corr�elation des moments et la moyenne sont calcul�ees

sur la m�eme tranche de signal on auraZ bC
x ���

�� 	d� !



T

Z
�

�x�t	� bmx��x�t$ � 	� bmx�dtd��
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Figure ��
� Les domaines d�int�egration utilis�es pour le calcul aboutissant au
r�esultat 
������

o�u ) est le domaine du plan t� � pr�ecis�e sur la �gure ���
	 + en posant t$� ! u
et en utilisant les variables d�int�egration t et u� il vientZ bC

x ���
�� 	d� !




T

Z
D

�x�t	� bmx��x�u	� bmx�dtdu ! ��

D �etant le domaine du plan t� u pr�ecis�e sur la �gure ���
	�
La fonction de corr�elation estim�ee v�eri�e donc la relationZ bC

x ���
�� 	d� ! �� �����	

Ce r�esultat s�interpr�ete en consid�erant la densit�e spectrale� On sait que la
densit�e spectrale des moments d�un signal al�eatoire non centr�e s��ecrit

S�
x ���

��	 ! S
x ���

��	 $ m�
x���	�

S
x ���

��	 �etant la densit�e spectrale du signal centr�e� A la fr�equence �� la densit�e

spectrale du signal non centr�e �densit�e spectrale des moments	 poss�ede une
singularit�e venant de la moyenne� et en g�en�eral une composante non singuli�ere
S
x ���

��	�

Notre objectif� en retranchant la moyenne� est de calculer S
x ���

��	 et donc

d��eliminer la singularit�e m�
x���	 en conservant la composante �a la fr�equence ��

S
x ���

��	� La relation �����	 nous montre que la proc�edure d�ecrite plus haut

conduit �a
S
x ���

��	 ! �

et donc� �elimine �a la fois la singularit�e et la composante �a la fr�equence ��
Ce probl�eme se rencontre dans le calcul des multicorr�elations en g�en�eral� Si
l�on calcule les cumulants sans pr�ecaution on biaise la multicorr�elation� On
peut montrer que� comme pour la corr�elation� les erreurs ainsi introduites
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perturbent le multispectre associ�e sur des sous�ensembles de mesure nulle� Plus
pr�ecis�ement� les perturbations se manifestent sur les multiplicit�es gaussiennes �
ensembles de points sur lesquels le multispectre des moments est singulier
�voir �����	� Des solutions peuvent �etre apport�ees �a ce probl�eme � nous les
pr�esenterons dans la section ��� o�u seront abord�ees les techniques d�estimation
des multicorr�elations et des multispectres�

Dans le cas de la corr�elation et de la bicorr�elation� les moments et les
cumulants sont identiques si le signal est centr�e� Il su�t donc de disposer d�une
�bonne� m�ethode d�estimation de la moyenne�

����� D�e�nition �etendue des multicorr�elations et des

multispectres

Pour les signaux al�eatoires stationnaires et ergodiques� on peut d�e�nir
les cumulants �a partir de moyennes temporelles� Ceci nous permet de pro�
poser une nouvelle d�e�nition des multicorr�elations �a partir des moyennes tem�
porelles��� En appliquant la m�eme d�e�nition aux signaux d�eterministes nous
d�e�nirons les multicorr�elations des signaux d�eterministes� Cette d�e�nition des
multicorr�elations s�applique sans probl�eme aux signaux d�eterministes �a puis�
sance moyenne �nie� Nous donnerons �egalement la d�e�nition applicable aux
signaux �a �energie �nie �signaux transitoires	�

Signaux al�eatoires et signaux p�eriodiques Pour ces signaux nous
d�e�nissons la multicorr�elation d�ordre p par le cumulant d�ordre p calcul�e par

une moyenne temporelle� En notant�Cum le cumulant calcul�e par des moyennes
temporelles nous obtenons pour la multicorr�elation

C
x �p�

�� 	 !�Cum�x�t	� x�t$ ��	� � � � � x�t $ �p��	��

La d�e�nition est donn�ee ici pour les signaux �a valeurs r�eelles �a temps continu�
Elle s��etend tr�es simplement aux signaux �a valeurs complexes et aux signaux
�a temps discret�

Comme pr�ec�edemment les multicorr�elations sont les transform�ees de
Fourier� ou les transform�ees en fr�equences r�eduites� ou les transform�ees en
Z� des multicorr�elations�

Signaux transitoires Nous dirons qu�un signal est transitoire �a l�ordre p si
les int�egrales Z ��

��
jx�t	jsdt�

��C�est l�approche fonctionnelle introduite par Wiener ����� ou Brillinger ���� en parall
ele
de l�approche probabiliste� plus classique� utilis�ee auparavant�
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pour 
 � s � p sont born�ees� Pour ces signaux nous devons modi�er la
d�e�nition de la moyenne temporelle pour le calcul des moments� En e�et�
la valeur donn�ee par ����
� page ��	 est nulle � l�int�egrale est born�ee et T tend
vers l�in�ni� Pour ces signaux nous d�e�nirons les moyennes temporelles parZ ��

��
x��t $ ��	 � � � xL�t $ �L	dt� �����	

A partir de l�a on peut� comme pr�ec�edemment� d�e�nir les multicorr�elations et�
par voie de cons�equence� les multispectres� Concluons en consid�erant le cas des
signaux composites�

Signaux composites Nous avons consid�er�e trois types de signaux �
al�eatoires stationnaires �et ergodiques	� d�eterministes p�eriodiques et
d�eterministes transitoires� Nous appellerons signal composite un signal form�e
de la somme de signaux de natures di��erentes� Ces signaux interviennent tr�es
souvent pour d�ecrire la somme d�un signal utile et d�un bruit�

Comment calcule�t�on les multicorr�elations et les multispectres dans cette
situation�

Pour la somme d�un signal al�eatoire et d�un signal p�eriodique cela ne
pose pas de probl�eme � la d�e�nition par des moyennes temporelles est la m�eme
pour les deux types de signaux� Il su�t donc� dans ce cas�l�a� de les calculer
par les moyennes temporelles�

Pour la somme d�un signal al�eatoire �ou p�eriodique	 et d�un signal tran�
sitoire on proc�edera ainsi� Un signal transitoire� c�est pour cela que nous avons
retenu cette d�enomination� est non nul� ou approximativement non nul��� sur
une dur�ee �nie T � On d�e�nira dans ce cas les moyennes temporelles selon la
relation �����	 en calculant les int�egrales sur la dur�ee T � On remplace donc�

dans les moyennes temporelles l�op�erateur limT�� �
T

R T��

�T�� par l�op�erateur
�
T

R T��

�T��� En e�et� si l�on conservait la d�e�nition des moyennes temporelles par

l�op�erateur limT�� �
T

R T��

�T��� les termes associ�es au signal transitoire seraient

annul�es par la division par T 	��
Notons� en terminant� que cette fa�con de voir les choses n�a rien de tr�es

nouveau� C�est exactement ainsi que l�on proc�ede �a l�ordre � �
����

��Nous faisons r�ef�erence ici aux signaux 
a dur�ee approximativement limit�ee tels qu�ils ont
�et�e d�e�nis par ������
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��	 Estimation des multicorr�elations et des

multispectres

L�estimation des multicorr�elations et des multispectres est r�ealis�ee en
utilisant des moyennes� Les estimateurs ainsi obtenus sont applicables aux
di��erents types de signaux� Pour les signaux al�eatoires ces estimateurs sont
fond�es sur les propri�et�es d�ergodisme sur lesquelles nous reviendrons�

Les propri�et�es des estimateurs d�ependront du type de signal trait�e�
Pour les signaux d�eterministes l�estimateur pourra pr�esenter une erreur
syst�ematique �biais	 mais ses valeurs ne seront pas dispers�ees �variance	� Pour
les signaux al�eatoires la valeur moyenne de l�estimateur nous donnera le bi�
ais ��eventuellement nul � estimateur non biais�e	� La variance de l�estimateur
nous donnera la dispersion des mesures� Nous verrons que� comme dans le cas
de la mesure des spectres� l�estimation des multispectres fait appara��tre un
�antagonisme� entre le biais et la variance�

Les m�ethodes actuelles d�estimation utilisent des traitements num�eriques�
Nous pr�esenterons les estimateurs des multicorr�elations et des multispectres
pour des signaux �a temps discret�

Revenons sur les propri�et�es d�ergodisme qui fondent la validit�e des esti�
mateurs pour les signaux al�eatoires stationnaires et ergodiques�

����� L	ergodisme revisit�e

Nous avons d�e�ni au paragraphe ����
 une large classe de signaux
al�eatoires stationnaires et ergodiques� Ce sont les signaux obtenus par �ltrage
de Volterra d�un bruit blanc parfait� Nous avons �egalement indiqu�e que� pour
ces signaux� les cumulants sont born�es et les multicorr�elations sont int�egrables�
Nous allons voir que ceci fonde la consistance des estimateurs obtenus par une
moyenne temporelle� Un estimateur est consistant si sa valeur tend presque
s�urement vers la vraie valeur lorsque la dur�ee utilis�ee pour calculer l�estimateur
tend vers l�in�ni�

Rappelons le r�esultat donn�e dans ����� Pour des signaux al�eatoires �a
temps discret de la classe d�e�nie en ����
�

lim
N��




�N $ 


NX
n��N

x��n $ k�	 � � � xL�n $ kL	 ! E �x��n $ k�	 � � � xL�n $ kL	� �

�����	
montre la convergence asymptotique des moyennes temporelles vers les
moyennes d�ensemble�

Ce r�esultat donne la clef des m�ethodes d�estimation dans lesquelles on
estime les moyennes d�ensemble par des moyennes temporelles� Notons que
des r�esultats analogues sont d�ej�a utilis�es dans les estimateurs de grandeurs
du second ordre� Pratiquement on ne peut pas r�ealiser le passage �a la limite
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�N 	�	� Les propri�et�es statistiques de l�estimateur obtenu pour N �ni sont
donn�ees par le r�esultat suivant �����

La variable al�eatoire




�N $ 


NX
n��N

x��n $ k�	 � � � xL�n $ kL	� E �x��n $ k�	 � � � xL�k $ kL	�

tend vers une variable al�eatoire gaussienne centr�ee dont la variance varie en

���N	 lorsque �N 	�	�

Ces r�esultats th�eoriques fondent la validit�e des m�ethodes pr�esent�ees ci�
dessous� Ils nous permettront d�a�rmer que les estimateurs donn�es plus loin
sont consistants� Dor�enavant nous supposons que les signaux utilis�es v�eri�ent
les conditions �enonc�ees en ����
�

����� Moments ou cumulants


Nous avons d�ej�a pr�esent�e au paragraphe ����� les arguments plaidant en
faveur des cumulants� L�int�er�et de l�usage des cumulants appara��t �egalement
lorsque l�on veut mesurer les multicorr�elations et les multispectres�

Pour les multicorr�elations nous avons vu en ����� que si l�on calcule la
multicorr�elation des moments� il appara��t des �branches� s��etendant jusqu��a
l�in�ni et situ�ees sur les sous�ensembles� multiplicit�es gaussiennes� que nous
avons pr�ecis�es en ������ L�existence de ces branches in�nies pose un probl�eme
pratique� En e�et� les signaux observ�es sont de dur�ee �nie et� pour des questions
de stabilit�e statistique de l�estimateur �variance	� on doit limiter le support de
la multicorr�elation estim�ee� Cela conduit �a des perturbations importantes des
branches s��etendant �a l�in�ni�

Pour les multispectres� si l�on calcule le multispectre des moments il
appara��t - comme nous l�avons montr�e en ����� - des singularit�es dans certains
sous�ensembles de l�espace des fr�equences� Ces sous�ensembles �etant de mesure
nulle nous pourrions esp�erer que leur e�et soit peu sensible� Ce n�est pas le cas
car� comme dans l�analyse spectrale �a l�ordre �� la dur�ee limit�ee du signal trait�e
entra��ne un e�et de lissage qui ��etale� les singularit�es� Il s�ensuit l�existence
d�un biais important lorsque l�on calcule les multispectres des moments� En
conclusion il nous semble raisonnable de pr�econiser l�utilisation des cumulants
dans l�estimation des multicorr�elations et des multispectres�

La question qui se pose alors est celle de la �bonne estimation� des cu�
mulants� Nous avons montr�e en ����
 les d�eboires qui peuvent accompagner
l�estimation de la moyenne� Nous ne connaissons pas de r�egle g�en�erale� Nous
allons donner quelques indications pour les multicorr�elations et les multispec�
tres jusqu��a l�ordre �� Commen�cons par les ordres � et �� Pour ces ordres
les cumulants sont les moments du signal centr�e� Il su�t donc d�estimer la
moyenne et de la retrancher �ce probl�eme est bien connu en analyse spec�
trale classique	� Mais il ne faut pas� nous l�avons montr�e en ����
� calculer la
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moyenne sur la m�eme tranche de signal que celle qui est utilis�ee pour estimer la
multicorr�elation ou le multispectre� Lorsqu�on est amen�e �a d�ecouper le signal
en segments� pour diminuer la variance� une solution consiste �a retrancher la
moyenne estim�ee sur l�ensemble du signal� Une autre proc�edure s�appuie sur
l�hypoth�ese suivante� g�en�eralement v�eri��ee� On admet que le signal trait�e est �a
m�emoire �nie� D�une part ceci est conforme �a l�intuition��� D�autre part ceci est
une condition n�ecessaire pour assurer un comportement satisfaisant des esti�
mateurs� En e�et� nous avons dit que nous devons� pour des raisons pratiques�
limiter le support des multicorr�elations estim�ees� Dans ce cas� la moyenne de
l�estimation de la corr�elation des moments est

C �
x ���

�k	 ! C
x ���

�k	 $ m�
x+

ayant postul�e que C
x ���

�k	 est nul pour jkj � kM on obtiendra la moyenne m

pour des retards sup�erieurs �a kM �

Lorsque l�on veut estimer la tricorr�elation il faut non seulement re�
trancher la moyenne mais �egalement retrancher les termes issus de la
corr�elation qui apparaissent dans la multicorr�elation des moments �voir �����	�
On peut alors� comme pour la moyenne� utiliser une estimation de la corr�elation
�avec pr�ecaution	 et estimer les termes suppl�ementaires en se pla�cant �a
l�ext�erieur du support pr�esum�e de la tricorr�elation� On a �egalement propos�e
���� d�utiliser le trispectre des moments� Comme on conna��t la localisation des
singularit�es du trispectre des moments on remplace� en faisant une hypoth�ese
de continuit�e� les valeurs obtenues au voisinage des zones de singularit�e par le
prolongement des valeurs du trispectre obtenues en dehors des zones de singu�
larit�e� On peut d�eterminer l�extension des zones qui doivent �etre neutralis�ees
en fonction du lissage qui a �et�e appliqu�e�

Nous avons voulu soulever ce point qui nous para��t important dans
l�estimation des multicorr�elations et des multispectres� Nous n�avons que tr�es
partiellement r�epondu �a la question� Nous pensons qu�il y a l�a une des t�aches
importantes qui attendent les chercheurs du domaine�

����� Estimation des multicorr�elations

D�e�nition de l�estimateur Nous allons pr�esenter les expressions pour le
cas de la bicorr�elation� Nous nous limitons aux signaux �a valeurs r�eelles� La
g�en�eralisation aux signaux �a valeurs complexes ne pose pas de probl�eme� Pour
un signal x�n	� �a valeurs r�eelles� centr�e�� connu �a travers une r�ealisation de

��Cette analyse ne s�applique pas aux signaux �
a longue d�ependance� qui posent des
probl
emes particuliers�

��Cette hypoth
ese permet de remplacer le cumulant par le moment� Les probl
emes pos�es
par le centrage ont �et�e vus plus haut�
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dur�ee N � on estime la bicorr�elation par

bC
x ���

�k�� k�	 ! K�N	
X

n�D�N�k��k��

x�n	x�n$ k�	x�n$ k�	�

K�N	 est un facteur de normalisation qui tient compte de la dur�ee du signal
ou du nombre de points� On choisira souvent �

K�N	 !



N
�

N �etant le nombre de points du signal observ�e� Le domaine des valeurs par�
courues par n� D�N� k�� k�	� d�epend du nombre de points du signal� N et des
valeurs des retards� k� et k�� pour lesquels on calcule la bicorr�elation�

Propri�et�es de l�estimateur Comme nous l�avons indiqu�e en ����
 et sous
les conditions requises� l�estimateur est consistant asymptotiquement�

L�estimateur est asymptotiquement non biais�e si

N�K�N	 	 
 quand N 	��

Pour obtenir un estimateur non biais�e il faut prendre

K�N	 !



N �Max�k�� k��
�

Asymptotiquement� la variance de l�estimateur de la bicorr�elation �a
temps discret peut s��ecrire�


Var
h bC

x ���
�k�� k�	

i
!




N

X
k

h
C
x ���

�k	
i�

�����	

$



N

X
k

C
x �
�

�k $ k�� k $ k�� k� k�� k�	� �����	

o�u C
x ���

�k	 est la corr�elation et C
x �
�

�l�� l�� l�� l�� l�	 est la multicorr�elation

d�ordre �� Les conditions �enonc�ees en ����
 assurent la convergence des sommes
dans �����	 lorsque N tend vers l�in�ni� L�estimateur est donc asymptotique�
ment e�cace� Notons en�n que� par suite des propri�et�es de sym�etrie de la
bicorr�elation� on limite le calcul au domaine fondamental�

����� Estimation des multispectres

Pour estimer les multispectres on utilise le multip�eriodogramme ���� ���

����

��Ces r�esultats sont explicit�es au paragraphe ������
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Le multip�eriodogramme Soit une r�ealisation de longueur N du signal
�echantillonn�e x�n	� dont la repr�esentation fr�equentielle est donn�ee par la
TFD��

X�m	 ! �

N��X
n��

x�n	e�
���
N

nm

Le multip�eriodogramme d�ordre p est d�e�ni par

P
x �p�

�m�� � � � �mp��	 ! �X�m�	X�m�	 � � �X�mp��	�

avec

m� ! �
p��X
i��

mi�

Le multip�eriodogramme P
C

x �p�
construit sur les cumulants est pr�esent�e au

paragraphe ������ o�u il est montr�e que

P
C

x �p�
�m�� � � � �mp��	 ! �Cum �X�m�	�X�m�	� � � � �X�mp��	�

! S
x �p�

�m�� � � � �mp��	�

o�u S
x �p�

�m�� � � � �mp��	 est le multispectre en fr�equences discr�etes� d�e�ni par

S
x �p�

�m�� � � � �mp��	 ! TFD�C
x �p�

�k�� � � � � kp��	�

! �p��
P

k������kp��
C
x �p�

�k�� � � � � kp��	e�
���
N

Pp��
i�� kimi�

Les param�etres � et � permettent de donner aux grandeurs d�e�nies
num�eriquement �multicorr�elations� multispectres	 leur sens physique� ils sont
introduits en ����
� Pour cela on doit interpr�eter � comme la p�eriode
d��echantillonnage et � comme le pas en fr�equence���

Le bip�eriodogramme�� est donn�e par

P
x ���

�m��m�	 ! �X��m� �m�	X�m�	X�m�	� �����	

et sa variance est

Var�P
x ���

�m��m�	� ! E�jP
x ���

�m��m�	j��� jE�P
x ���

�m��m�	�j��

dont le terme dominant est �voir �
��� et �����	

Var�P
x ���

�m��m�	� !



�
S
x ���

�m�	Sx ���
�m�	Sx ���

��m� �m�	� ����
	

�	Les param
etres 	 et 
 sont pr�ecis�es dans ������
�
On peut ainsi v�eri�er l�homog�en�eit�e des multip�eriodogrammes et des multispectres�
��Les composantes spectrales �etant centr�ees� on peut utiliser directement le

bip�eriodogramme�
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S
x ���

�m	 �etant le spectre� On a montr�e �egalement ��
��� et �����	 que le terme

dominant de la covariance de deux �el�ements distincts du bip�eriodogramme est

Cov�P
x ���

�m��m�	� Px ���
�l�� l�	� ! �S

x �
�
�m��m���m� �m�� l�� l�	� �����	

S
x �
�

�etant le multispectre d�ordre �� Ces r�esultats permettent de calculer la

variance de la bicorr�elation que nous avons donn�ee �a la section pr�ec�edente
������	� Ils nous montrent �egalement que le bip�eriodogramme n�est pas un
estimateur asymptotiquement e�cace du bispectre�

Pour obtenir un estimateur asymptotiquement e�cace du bispectre nous
devons� comme dans l�estimation du spectre� mettre en �uvre une op�eration
de moyenne permettant de faire tendre la variance vers � quand le nombre
N de points du signal tend vers l�in�ni� Cette op�eration de moyenne peut
�etre r�ealis�ee de di��erentes fa�cons� En moyennant en fr�equence on obtient le
bip�eriodogramme liss�e ou� de mani�ere �equivalente� le bicorr�elogramme ��
�� En
moyennant en temps on a le bip�eriodogramme moyenn�e �����

M�ethode du bip�eriodogramme liss�e ou du bicorr�elogramme Ces
deux m�ethodes d�estimation du bispectre r�ealisent une moyenne du
bip�eriodogramme

� par lissage dans l�espace des fr�equences � c�est la m�ethode du
bip�eriodogramme liss�e�

� de mani�ere �equivalente� dans la m�ethode du bicorr�elogramme� on utilise
la TFD de la bicorr�elation estim�ee apodis�ee�

L�estimateur par la m�ethode du bip�eriodogramme liss�e est

bS
x ���

�m��m�	 ! C
X
l�

X
l�

A�m� � l��m� � l�	Px ���
�l�� l�	�

C �etant une constante de calibration� Le support de la fonction de lissage A��� �	
�xe l��etendue de la zone du plan des fr�equences sur laquelle la moyenne est
faite�

On obtient l�estimateur par la m�ethode du bicorr�elogramme en prenant
la TFD de l�estimation de la fonction de bicorr�elation apodis�ee

bS
x ���

�m��m�	 ! C�TFD�b�k�� k�	 bCx ���
�k�� k�	��

La moyenne du bip�eriodogramme liss�e est

E�bS
x ���

�m��m�	� ! C
X
l�

X
l�

A�m� � l��m� � l�	Sx ���
�l�� l�	�
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Si l�estimateur de la bicorr�elation n�est pas biais�e� la moyenne du bi�
corr�elogramme est

E�bS
x ���

�m��m�	� ! C�TFD�b�k�� k�	Cx ���
�k�� k�	�

! C��
P

l�

P
l�
B�m� � l��m� � l�	Sx ���

�l�� l�	�

avec B�m��m�	 ! TFD�b�k�� k�	�� Les estimateurs du bispectre par la m�ethode
du bicorr�elogramme et du bip�eriodogramme liss�e sont biais�es� Ces deux esti�
mateurs ont des propri�et�es analogues si

A�m��m�	 ! ��TFD�b�k�� k�	� ! ��B�m��m�	

Si le bispectre varie peu sur le support de la fonction de lissage ou� ce qui
revient au m�eme� si la bicorr�elation a un support petit vis��a�vis du support de
la fonction d�apodisation� les deux estimateurs sont approximativement non
biais�es si on �xe la constante de calibration �a

C !



b��� �	
!


P
l�

P
l�
A�l�� l�	

!



��
P

l�

P
l�
B�l�� l�	

�

La variance des estimateurs d�epend de l�aire de la fonction de lissage
dans le plan des fr�equences� En d�e�nissant l�aire de la fonction de lissage�
normalis�ee par ��� par

AF !

�P
l�

P
l�
A�l�� l�	

��P
l�

P
l�
A��l�� l�	

�

et en utilisant la variance et la covariance du bip�eriodogramme donn�ees en
����
	 et �����	� on obtient pour le terme dominant de la variance des estima�
teurs �
���

Var�bS
x ���

�m��m�	� !



�AF

S
x ���

�m�	Sx ���
�m�	Sx ���

��m� �m�	� �����	

Si la fonction de lissage est sym�etrique en m� et m�� en introduisant la largeur
NF de la fonction de lissage par

AF ! N�
F �

la variance des estimateurs s��ecrit

Var�bS
x ���

�m��m�	� !



�N�
F

S
x ���

�m�	Sx ��� �m�	Sx ��� ��m� �m�	� ����
	

On peut r�e�ecrire les relations donnant la variance en introduisant une variance
relative� sans dimension

�Var�bS
x ���

�m��m�	�

S
x ���

�m�	Sx ���
�m�	Sx ���

��m� �m�	
!




AF
�



�� Multicorr�elations et multispectres

Un choix naturel pour � et � permettant de retrouver� lorsque le nombre
de points N tend vers l�in�ni� la tranformation en fr�equences r�eduites est ����

� ! 
 � !



N
�

la variance relative est alors

Var�bS
x ���

�m��m�	�

S
x ���

�m�	Sx ���
�m�	Sx ���

��m� �m�	
!

N

AF
�

Les estimateurs du bip�eriodogramme ou du bicorr�elogramme liss�e sont alors
asymptotiquement e�caces si lorsque N 	�� on a

N

AF

	 � �� N

N�
F

	 ��

Ces r�esultats sur la variance mettent en �evidence �l�antagonisme� biais�
variance� Le biais est issu de la moyenne faite sur le support de la fonction de
lissage� Pour le minimiser on doit donner �a la fonction de lissage un support
le plus �etroit possible� Pour diminuer la variance� comme le montrent �����	
et ����
	� il faut� au contraire� augmenter l�aire du support de la fonction de
corr�elation�

Notons que les estimateurs pr�esent�es ici sont asymptotiquement gaussiens
�
�
�� Dans ces conditions� la connaissance du biais et de la variance donne une
description compl�ete des propri�et�es de ces estimateurs�

Comme pour l�analyse spectrale� un des �el�ements importants dans
l�estimation des multispectres est constitu�e par la fonction d�apodisation
a�k�� k�	� qui doit v�eri�er les propri�et�es suivantes �
�
�

� a�k�� k�	 est �a support limit�e�

� �eventuellement a����	 ! 
 pour les probl�emes de calibration�

� a�k�� k�	 a les m�emes sym�etries que la bicorr�elation�

� A�m��m�	 ! TFD �a�k�� k�	� � � �m� et m�

Une famille de fonctions possibles� propos�ee dans �
���� est

a�k�� k�	 ! d�k�	d�k�	d�k� � k�	�

o�u

d�k�	 ! d��k�	�
d�k�	 ! � pour k� � L�

d��	 ! 
�

D�m	 ! TFD �d�k�	� � � �m�
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On trouve dans la litt�erature diverses fonctions d�apodisation �
�
�� La fonction
d�apodisation dite �optimale� �minimisation du maximum du biais	 est d�e�nie
par

d��k�	 !



�

����sin��k�L
����� $

�

 � jk�j

L

�
cos

�
�k�
L

�
�

avec jk�j � L� et d��k�	 ! � pour jk�j � L� La fonction d�apodisation de
Parzen est donn�ee par�������

dp�k�	 ! 
 � �
�
jk�j
L

��

$ �
�
jk�j
L

��
pour jk�j � L

�

dp�k�	 ! �
�


� jk�j
L

��

pour L
�
	 jk�j � L

dp�k�	 ! � pour jk�j � L�

En�n� la fonction d�apodisation uniforme en fr�equence est distribu�ee uni�
form�ement dans le domaine hexagonal du bispectre�

L��etude des fonctions d�apodisation applicables �a la multicorr�elation pour
l�estimation du multispectre est encore �a l��etat naissant� On peut esp�erer que
l�imagination des chercheurs permettra� comme pour l�analyse spectrale� de
d�evelopper un catalogue de fonctions d�apodisation plus fourni et mieux ren�
seign�e que celui que nous pouvons proposer actuellement�

M�ethode du bip�eriodogramme moyenn�e Dans la m�ethode du
bip�eriodogramme moyenn�e� on r�ealise la moyenne en temps� Consid�erons une
r�ealisation de longueur M du signal analys�e x�n	� On d�ecoupe le signal ob�
serv�e en L segments de longueur N � Ces segments sont en g�en�eral disjoints et
contigus� On peut utiliser� comme pour l�analyse spectrale �
���� des segments
se recouvrant partiellement� On choisira souvent la longueur des segments� ou
le d�ecalage entre les segments� de mani�ere �a ce que les signaux appartenant �a
deux segments di��erents soient ind�ependants� On calcule ensuite� sur chaque
segment� la TFD du signal apodis�e� On en d�eduit le bip�eriodogramme de
chaque segment� et l�on moyenne les bip�eriodogrammes obtenus sur chacun
des segments� L�estimateur du bispectre par la m�ethode du bip�eriodogramme
moyenn�e est donc

bS
x ���

�m��m�	 !
C�

L

L��X
l��

Xl�m�	Xl�m�	Xl��m� �m�	� �����	

avec

Xl�m	 ! TFD�h�n	x�n� lP 	� ! �

N��X
n��

h�n	x�n� lP 	e�
���
N

nm� �����	

Dans ces relations� C est une constante de calibration� h�n	 est la fonction
d�apodisation des segments� nulle �a l�ext�erieur de ��� N �� et P est le d�ecalage
entre les segments � 	 P � N �
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La moyenne du bip�eriodogramme moyenn�e est� par suite de la station�
narit�e

E
hbS

x ���
�m��m�	

i
! C�E �X��m�	X��m�	X���m� �m�	� �

En rempla�cant les termes X�m	 par leur expression en fonction des termes
x�n	 et en introduisant la bicorr�elation de la fonction d�apodisation h�n	

C
h ���

�k�� k�	 !



N

X
n

h�n	h�n $ k�	h�n $ k�	�

on obtient

E
hbS

x ���
�m��m�	

i
! C�TFD�C

h ���
�k�� k�	Cx ���

�k�� k�	��

o�u C
x ���

�k�� k�	 est la bicorr�elation de x�n	� Cette expression s��ecrit aussi

E
hbS

x ���
�m��m�	

i
! C��

X
l�

X
l�

S
h ���

�l�� l�	Sx ���
�m� � l��m� � l�	�

S
h ���

�m��m�	 �etant le bispectre de h�n	 et S
x ���

�m��m�	 le bispectre de x�n	�

L�estimateur du bispectre par la m�ethode du bip�eriodogramme moyenn�e
est biais�e� La bicorr�elation de h�n	 r�ealise une apodisation dans le domaine des
retards� le bispectre de h�n	 e�ectue un lissage dans le domaine des fr�equences�
Le comportement de la moyenne du bip�eriodogramme moyenn�e est analogue
�a celui de la moyenne du bip�eriodogramme liss�e�

L�estimateur est approximativement non biais�e si le support de la bi�
corr�elation de h�n	 est grand� vis��a�vis du support de la bicorr�elation de x�n	
ou� ce qui revient au m�eme� si le support du bispectre de h�n	 est petit par
rapport au support du bispectre de x�n	� Dans ces conditions on obtient un es�
timateur approximativement non biais�e en �xant la constante de normalisation
C par

C !
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En supposant que les signaux appartenant �a des segments di��erents sont
ind�ependants et en utilisant la variance du bip�eriodogramme donn�ee par ����
	�
la variance relative du bip�eriodogramme moyenn�e est

�Var
hbS
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�m��m�	
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o�u C
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P
n h�n	h�n$k	 est la corr�elation de la fonction d�apodisation

h�n	� et C
h ���

�k�� k�	 ! �
N

P
n h�n	h�n $ k�	h�n $ k�	 est la bicorr�elation de
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Pour � ! �
N

et pour une apodisation constante� h�n	 ! 
� la variance
relative de l�estimateur de la bicorr�elation est

Var
hbS

x ���
�m��m�	

i
S
x ���

�m�	Sx ��� �m�	Sx ���
��m� �m�	

!
N

L
�

N �etant le nombre de points sur chaque segment et L le nombre de segments
utilis�es pour r�ealiser la moyenne�

Lorsque l�on utilise des segments adjacents� si le nombre total de points
du signal trait�e est M ! LN � la variance relative est M�L�� L�estimateur est
alors asymptotiquement e
cace si� lorsque M 	� on a

M

L�
	 ��

Ces estimateurs� comme les estimateurs obtenus par la m�ethode du bi�
corr�elogramme� sont asymptotiquement gaussiens �
�
��

Comparaison des deux estimateurs du bispectre La comparaison des
deux estimateurs du bispectre �bip�eriodogramme liss�e ou bip�eriodogramme
moyenn�e	 peut se faire en comparant les probl�emes pratiques pos�es par leur
mise en �uvre et leurs propri�et�es � moyenne et variance�

Consid�erons un signal form�e de M �echantillons dont nous voulons estimer
le bispectre� La mise en �uvre du bip�eriodogramme liss�e n�ecessite le calcul du
bip�eriodogramme sur les M points� Cette op�eration est co�uteuse en m�emoire
et en temps de calcul puisqu�elle fait appel �a une TFD calcul�ee sur un grand
nombre de points� La mise en �uvre du bip�eriodogramme moyenn�e est moins
exigeante puisque l�on se limite au calcul de la TFD sur des segments de
longueur nettement plus courte�

Les propri�et�es statistiques des deux estimateurs par la m�ethode
du bip�eriodogramme liss�e� ou bicorr�elogramme� et par la m�ethode du
bip�eriodogramme moyenn�e sont �equivalentes� Pour rendre le biais des
deux m�ethodes �equivalent il faut que l�aire� en bifr�equence� des fonctions
d�apodisation soit �equivalente� soit

NF ! L�

Dans ces conditions les variances des deux estimateurs sont �equivalentes�
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��
 Illustration

Illustrons les techniques d�estimation de la bicorr�elation et du bispectre
en les appliquant �a des signaux certains et �a des signaux al�eatoires� Nous
donnons sur les �gures suivantes la bicorr�elation et le module du bispectre en
perspective� la bicorr�elation� le module du bispectre et la phase du bispectre
vus de dessus� les amplitudes �etant cod�ees en niveaux de gris�

Pour les signaux d�eterministes nous avons appliqu�e la technique du
bip�eriodogramme� Dans cette situation il n�est pas n�ecessaire de moyenner�

La �gure ����	 pr�esente la bicorr�elation et le bispectre de sinus cardinaux�
l�un de bande B 	 �E�� ��gure sup�erieure	 et l�autre de bande B � �E�� ��g�
ure inf�erieure	� Sur la �gure sup�erieure� le signal est dans la bande �� � �� ���
en fr�equences r�eduites� Ce signal v�eri�e la condition �forte� du th�eor�eme
d��echantillonnage appliqu�e au bispectre �voir �����	� On n�a donc pas d�artefact�
La forme hexagonale du bispectre mat�erialise le domaine couvert par le bis�
pectre de signaux �a bande limit�ee� Sur la �gure inf�erieure� le signal est dans la
bande ����� �� en fr�equences r�eduites� On voit dans cette situation les artefacts
dus �a l��echantillonnage�

La �gure ���
�� page 
�	 montre la bicorr�elation et le bispectre de la
r�eponse impulsionnelle d�un �ltre autor�egressif d�ordre � �AR��	� Les p�oles de
ce �ltre� qui �xent les r�esonances� ont un module �egal �a �� 
� et une phase de
����� La fr�equence r�eduite de r�esonance de ce �ltre est �� 
��� On voit sur le
module du bispectre les maximums associ�es aux r�esonances du �ltre�

La �gure ���

� page 

	 pr�esente la bicorr�elation et le bispectre de la
r�eponse impulsionnelle d�un �ltre �a moyenne mobile d�ordre � �MA��	� Le
z�ero du premier �ltre ��gure sup�erieure � �ltre �a phase minimale	 est l�inverse
par rapport au cercle unit�e du z�ero du second �ltre ��gure inf�erieure � �ltre
�a phase non minimale	� Les phases de ces z�eros sont �
��� et les modules�
respectivement �� 
� et 
� 
��� On voit que les modules des deux bispectres
sont identiques alors que leurs phases pr�esentent une inversion� Ce ph�enom�ene
est important car il permet d�identi�er le �ltre MA �a partir de sa seule sortie
�chapitre �	�

Nous pr�esentons ensuite le traitement de signaux al�eatoires� Nous avons
utilis�e la m�ethode du corr�elogramme� Les signaux trait�es contiennent ���

�echantillons� La fonction d�apodisation de la bicorr�elation est la bicorr�elation
d�une porte� Sur la �gure ���
�� page 
�	� nous donnons la bicorr�elation et le
bispectre estim�es d�un signal al�eatoire obtenu en �ltrant un bruit blanc par le
�ltre AR�� introduit pr�ec�edemment �p�oles �� 
�� phase ����	� Le bruit blanc
d�entr�ee utilis�e est construit en prenant le module centr�e d�un bruit blanc
gaussien� Sur la �gure du haut� l�apodisation est forte �porte de longueur 

�echantillons	� On retrouve certains maximums associ�es aux r�esonances mais
on constate un fort lissage accompagn�e d�une r�eduction des �uctuations statis�
tiques� Pour obtenir le panneau du bas de la �gure ���
�	� on a utilis�e une
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Figure ���� Signal �a bande limit�ee� La �gure du haut montre la bicorr�elation
et le bispectre d�un sinus cardinal correctement �echantillonn�e� La �gure du bas
correspond �a l�analyse d�un sinus cardinal de bande B � �E��� Les repliements
apparaissent dans le triangle T�� mais ne perturbent pas le calcul du bispectre
dans l�hexagone principal�




� Multicorr�elations et multispectres
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Figure ��
�� Bispectre et bicorr�elation d�un �ltre autor�egressif d�ordre ��

porte de longueur �� �echantillons� Le trac�e est plus pr�ecis mais� en particulier
sur la phase� on voit appara��tre des �uctuations statistiques�

Nous pr�esentons en�n� �gure ���
�� page 
�	� la bicorr�elation et le bis�
pectre estim�es du m�eme bruit blanc �ltr�e par les �ltres MA �a phase minimale
et �a phase non minimale utilis�es pr�ec�edemment� Ici� comme le bispectre est
lisse nous avons utilis�e l�apodisation forte �porte de 
 �echantillons	� On note
que l�inversion de phase du bispectre� signi�cative de la phase du �ltre� est
bien visible�

Comme cela est g�en�eralement fait� nous nous sommes limit�es �a
l�estimation du bispectre� Il est important de garder pr�esent �a l�esprit le fait que
dans de nombreuses situations� la densit�e de probabilit�e du signal sera paire�
Dans ce cas les cumulants d�ordre � sont nuls� la bicorr�elation et le bispec�
tre sont alors nuls� Dans ces conditions� les premi�eres caract�eristiques d�ordre
sup�erieur �a � sont la tricorr�elation et le trispectre� Il sera alors n�ecessaire
d�estimer la tricorr�elation et le trispectre�

Les techniques que nous avons pr�esent�ees pour la bicorr�elation sont appli�
cables �a la tricorr�elation� Il appara��t cependant deux di�cult�es d�ordre pratique
et th�eorique� La di�cult�e pratique vient de la repr�esentation d�une fonction �a
trois variables� On se contente souvent de pr�esenter des coupes �a deux dimen�
sions ou des lignes �a une dimension de la tricorr�elation� Nous reviendrons sur
ce point au chapitre �� La di�cult�e principale est entrain�ee par le calcul des
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Figure ��

� Bispectre et bicorr�elation d�un �ltre MA �a phase minimale 
�gure
du haut� et d�un �ltre MA �a phase non minimale 
�gure du bas�� Les phases
des bispectres sont invers�ees � le bispectre est sensible �a la phase d�un syst�eme�
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Figure ��
�� Estimation de la bicorr�elation et du bispectre d�un signal al�eatoire
autor�egressif� Sur la �gure du haut� l�apodisation est de dur�ee courte� alors que
la �gure du bas est obtenue avec une apodisation de dur�ee plus longue�
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Figure ��
�� Estimation de la bicorr�elation et du bispectre d�un signal al�eatoire
MA� �a phase minimale sur la �gure sup�erieure� �a phase non minimale sur la
�gure inf�erieure� L�apodisation est de dur�ee courte� L�inversion de phase est
visible�
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cumulants � les cumulants d�ordre � sont g�en�eralement obtenus en retranchant
aux moments d�ordre � les produits de moments d�ordres inf�erieurs� Comme
nous l�avons montr�e� il faut �etre vigilant si on utilise des moyennes temporelles�

Pour estimer le trispectre il existe� comme �a l�ordre �� deux techniques
principales � le trip�eriodogramme et le tricorr�elogramme� Le tricorr�elogramme
est obtenu par une transformation de Fourier �pratiquement une TFD	 de
la tricorr�elation apodis�ee pour diminuer la variance de l�estimateur� Il reste
du travail �a faire sur les fonctions d�apodisation tridimensionnelles� � � Dans la
technique du trip�eriodogramme on retrouve le probl�eme de l�extraction des
cumulants d�ordre �� L�a aussi il est encore trop t�ot pour pr�esenter un bilan�
En�n� dans tous les cas on retrouve les probl�emes de repr�esentation� On peut
faire appel �a des coupes ou �a des lignes�

��� Conclusion

Les multicorr�elations et les multispectres apparaissent comme une
g�en�eralisation tr�es naturelle de la corr�elation et du spectre� L�analogie entre
les propri�et�es des caract�eristiques d�ordre � et celles d�ordre sup�erieur �a � est
tr�es grande dans la d�e�nition des grandeurs fondamentales� dans les propri�et�es
de �ltrage et dans les m�ethodes d�estimation�

Un point sensible� que fait appara��tre l��etude des grandeurs d�ordre
sup�erieur� est le choix ouvert entre les moments et les cumulants� Nous avons
apport�e en ����� et ����� des �el�ements qui tranchent en faveur des cumulants�

Les multicorr�elations et les multispectres� fonctions de plusieurs vari�
ables� apparaissent comme des grandeurs di�ciles �a calculer et �a repr�esenter�
Cette complexit�e explique le fait que les �etudes actuelles se soient cantonn�ees
�a la bicorr�elation et au bispectre qui ne d�ependent �que� de deux vari�
ables� � � Nous pensons que sur ce point les grandeurs vraiment int�eressantes
seront souvent d�ordre sup�erieur �a �� Dans ces conditions� comme nous le ver�
rons dans les chapitres ult�erieurs� on concentrera l�information en utilisant des
projections ou des lignes de multicorr�elation et de multispectre�

Les multicorr�elations et les multispectres apportent de nouvelles infor�
mations sur les signaux non gaussiens� Ils donnent ainsi de nouveaux outils
d�analyse et de traitement� Nous verrons dans les chapitres suivants que ces
descriptions ouvrent la voie �a de nouvelles m�ethodologies et permettent de
r�ealiser des traitements dans des situations o�u les descriptions classiques �a
l�ordre � ne sont pas su�samment pr�ecises�
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����� Note sur la TFD

Les TFD utilis�ees dans les statistiques d�ordre sup�erieur sont en g�en�eral �a
plusieurs dimensions� Elles constituent une g�en�eralisation �evidente de la TFD
�a une dimension� Nous avons introduit dans la TFD et dans la TFD�� des
facteurs de calibration qui� �a notre avis� facilitent les calculs� Pr�esentons rapi�
dement cette normalisation de la TFD�

La TFD fait passer de la suite x�n	 de longueur N �� � n � N � 
	
des �echantillons temporels �a la suite de longueur N �� � m � N � 
	 des
�echantillons fr�equentiels X�m	 par

X�m	 ! �

N��X
n��

x�n	e�
���nm

N �

la TFD inverse est donn�ee par

x�n	 ! �

N��X
m��

X�m	e
���nm
N �

avec

N�� ! 
�

L�introduction des facteurs � et � permet d�englober dans une m�eme notation
les di��erents choix qui peuvent �etre faits� En g�en�eral on choisit

� ! 
 donnant � !



N
�

ou

� !



N
donnant � ! 
�

Cette notation permet �egalement de redonner �a la TFD et �a la TFD��

la m�eme dimension que celle de la TF ou de la TF��� Pour cela� si TE est la
p�eriode d��echantillonnage� il faut choisir�

� ! TE donnant � !



NTE
�

avec ce choix � joue le r�ole de dt apparaissant dans la TF � � est l�inverse de la
dur�ee du signal + c�est donc l��ecart de fr�equence entre deux canaux fr�equentiels �
� joue donc le r�ole de d� apparaissant dans la TF��� Cette analogie avec le
cas des signaux �a temps continu donne un moyen mn�emotechnique utile pour
retrouver les relations entre le domaine temps et le domaine fr�equence�




� Multicorr�elations et multispectres

Consid�erons la relation entre la convolution en temps et le produit en
fr�equence� La convolution en temps fait appara��tre l��el�ement di��erentiel dt� En
TFD� avec nos conventions� cette relation s��ecrira

z ! �x � y !� Z�m	 ! X�m	Y �m	�

de m�eme pour la relation duale �

z�n	 ! x�n	�y�n	 !� Z ! �X � Y�

Quant �a la relation de ParsevalZ ��

��
x�t	y��t	dt !

Z ��

��
X��	Y ���	d��

elle devient en TFD

�

N��X
�

x�n	y��n	 ! �

N��X
�

X�m	Y ��m	�

Pour le cas qui nous int�eresse ici� nous devons utiliser des TFD �a p
dimensions� La g�en�eralisation de ce qui pr�ec�ede est tr�es simple� La TFD p
dimensionnelle du signal �a p dimensions x�n�� � � � � np	 est

X�m�� � � � �mp	 !

�
pY
i��

�i

�
N��X
n���

� � �

N��X
np��

x�n�� � � � � np	e
� ���

N

P
nimi�

et la TFD inverse

x�n�� � � � � np	 !

�
pY
i��

�i

�
N�X

m���

� � �

N��X
mp��

X�m�� � � � �mp	e
���
N

P
nimi �

avec
N�i�i ! 
�

Les relations entre le produit et la convolution se g�en�eralisent de m�eme�
x et y �etant des signaux �a p dimensions et � repr�esentant une convolution �a p
dimensions on aura

z !

�
pY
i��

�i

�
x � y !� Z�m�� � � � �mp	 ! X�m�� � � � �mp	Y �m�� � � � �mp	�

et

z�n�� � � � � np	 ! x�n�� � � � � np	�y�n�� � � � � np	 !� Z !

�
pY
i��

�i

�
X � Y�
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Le th�eor�eme de Parseval s��ecrit�
pY
i��

�i

�
N��X
n���

� � �

N��X
np��

x�n�� � � � � np	y
��n�� � � � � np	

!

�
pY
i��

�i

�
N��X
m���

� � �

N��X
mp��

X�m�� � � � �mp	Y
��m�� � � � �mp	

Lorsque les di��erentes composantes des signaux sont homog�enes on prendra la
m�eme valeur� quel que soit i� pour les constantes de calibration �i et �i� On
aura alors

pY
i��

�i ! �p et

pY
i��

�i ! �p�

����� Sur les classes de signaux

Cette partie est essentiellement issue de ����� Les processus x�t	 auxquels
nous nous int�eressons sont ceux pouvant �etre mis sous la forme

x�t	 !

Z
exp�����t	dX��	

o�u l�int�egrale est une int�egrale stochastique de Stieljes�Riemann� Cette
repr�esentation est aussi dite de Cram�er� Blanc�Lapierre et Fortet montrent
le r�esultat suivant �

x�t	 admet la d�ecomposition harmonique x�t	 !
R

exp�����t	dX��	 en
moyenne quadratique si et seulement si

E�x�t�	x
��t�	� !

Z Z
exp �����t��� � t���	� d

������ ��	�

o�u d������ ��	 ! E�dX���	dX���	� v�eri�eZ Z
jd������ ��	j 	 C 	 $�

Le processus x�t	 est alors dit harmonisable� Mais pour traiter de statistiques
d�ordre sup�erieur� l�harmonisabilit�e ne su�t plus� Les classes des signaux f �k�

et "�k� sont alors introduites dans �����
On dit que X��	 � "�k� si �l 	 k����� � � � � �lZ

� � �

Z
jE�dX�����	 � � � dX�l��l	�j 	 C 	 $�

�o�u les �l correspondent �a un complexe conjugu�e s�ils valent �
 et �a un complexe
non conjugu�e s�ils valent $
	� x�t	 � f �k� si sa transform�ee de Fourier est dans
"�k�� Le principal r�esultat est alors le suivant �page ��� de ����	





 Multicorr�elations et multispectres

Si x�t	 � f �k� � si k ! l�l� 
	� alors �j � l

x���t�	 � � � x�j �tj	 !

Z
� � �

Z
exp�����

X
i

�iti�i	�dX�����	 � � � dX�j ��j	

existe en moyenne quadratique� En cons�equence de ce type de convergence�
E�x���t�	 � � � x�j �tj	� existe et v�eri�e

E�x���t�	 � � � x�j �tj	� !

Z
� � �

Z
exp�����

X
i

�iti�i	��E�dX�����	 � � � dX�j ��j	�

Remarquons que la classe f ��� correspond �a l�ensemble des signaux harmonis�
ables� Pr�ecisons en�n que la classe f ��� est la classe des signaux appartenant
�a f �k� pour tout k�

����� Le multip�eriodogramme construit sur les cumu


lants

Le multip�eriodogramme est d�e�ni au paragraphe ����� �page ��	 par

P
x �p�

�m�� � � � �mp��	 ! �X�m�	X�m�	 � � �X�mp��	 avec m� ! �
p��X
i��

mi�

Comme

� X�m�	 ! �
PN��

� x�n	e���
nm�
N �

� X�mi	 ! �
PN��

� x�n $ ki	e���
�n�ki�mi

N pour i �! �� la sommation est
faite de � �a N � 
 car les �echantillons sont indic�es modulo N �

le multip�eriodogramme construit �a partir des cumulants est

P
C

x �p�
�m�� � � � �mp��	 ! �Cum�X�m�	�X�m�	� � � � �X�mp��	�

! ��p
P

n e
���

n
Pp��

� mi
N

P
k�
� � �

P
kp��

C
x �p�

�k�� � � � � kp��	e���
Pp��
� kimi

N �

soit encore

P
C

x �p�
�m�� � � � �mp��	 ! ��Nd�

p��X
�

mi	TFD�C
x �p�

�k�� � � � � kp��	��

o�u �
d�
Pp��

� mi	 ! 
 si
Pp��

� mi ! �

d�
Pp��

� mi	 ! � si
Pp��

� mi �! ��

Finalement� on obtient

P
C

x �p�
�m�� � � � �mp��	 ! S

x �p�
�m�� � � � �mp��	�



���� Compl�ements 
�

����� Comportement asymptotique

Le multispectre d�ordre p est la TFD �a p � 
 dimensions de la multi�
corr�elation

S
x �p�

�m�� � � � �mp��	 ! �p��
N��X
k���

� � �

N��X
kp����

C
x �p�

�k�� � � � � kp��	e���
Pp��

� kimi
N �

Nous voulons �etudier le comportement du multispectre lorsque N tend vers
l�in�ni� Pour cette �etude le choix naturel pour � est 
�N � En supposant la
multicorr�elation sommable��� la TFD �a p�
 dimensions de la multicorr�elation
tend vers une limite �nie lorsque N tend vers l�in�ni�

Le comportement du multispectre d�ordre p� lorsque N tend vers l�in�ni�
est donn�e par �p�� ! �

Np�� � Il s�ensuit que le mutip�eriodogramme d�ordre p est
�egalement homog�ene �a �

Np�� lorsque N tend vers l�in�ni� Ces r�esultats nous
permettront dans le paragraphe suivant de calculer la variance de l�estimateur
du bispectre�

Notons pour terminer que la condition de sommabilit�e des multi�
corr�elations est remplie pour les signaux appartenant �a la classe que nous avons
introduite en ����
� Cette condition de sommabilit�e des multicorr�elations est
une condition d�ergodisme� On s�int�eresse actuellement �a des signaux dits ��a
longue d�ependance� dont les multicorr�elations ne sont pas sommables � pour
ces signaux� l�estimation des multicorr�elations pose des probl�emes particuliers
et di�ciles que nous n�abordons pas ici�

����� Variance du bip�eriodogramme

Le bip�eriodogramme a �et�e d�e�ni ������ page �
	 par

P
x ���

�m��m�	 ! �X��m� �m�	X�m�	X�m�	�

La variance du bip�eriodogramme� calcul�ee dans �
���� est

Var
h
P
x ���

�m��m�	
i

!

��E �X��m� �m�	X�m�	X�m�	X�m� $ m�	X��m�	X��m�	�

�
���E h

P
x ���

�m��m�	
i���� �

Cette variance est un moment d�ordre � que l�on peut sch�ematiser par

Var
h
P
x ���

�m��m�	
i

! ��E�
������������

��Le fait d�avoir d�e�ni les multicorr�elations comme des cumulants est ici fondamental
car� si les multicorr�elations ainsi d�e�nies peuvent �etre sommables� les multicorr�elations des
moments ne sont g�en�eralement pas sommables par suite de la pr�esence de branches s��etendant

a l�in�ni�
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Appelons i
 l�ensemble �
� �� �� �� �� �	 et ip� �p 	 �	� les sous�ensembles
contenant p �el�ements de i
� E�
����������� est la somme des cumulants obtenus
en consid�erant toutes les partitions possibles de i
 �voir le chapitre 
	�

� 
 partition � Cum�i
� contenant 
 terme�

� � partitions

� Cum�i��Cum�i�� contenant � termes�

� Cum�i��Cum�i�� contenant 
� termes�

� Cum�i��Cum�i�� contenant 
� termes�

� � partitions

� Cum�i��Cum�i��Cum�i�� contenant 
� termes�

� Cum�i��Cum�i��Cum�i�� contenant �� termes�

� Cum�i��Cum�i��Cum�i�� contenant 
� termes�

� � partitions

� Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i�� contenant �� termes�

� Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i�� contenant �� termes�

� � partitions Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i�� contenant 
� termes�

� � partitions Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i��Cum�i��� contenant 

terme�

Hinich �
��� montre que dans cet ensemble de termes� il existe un terme
dominant� Donnons le principe de cette s�election� Tout d�abord� comme les
signaux sont suppos�es centr�es� tous les termes faisant appara��tre la moyenne
sont nuls� Il ne reste alors que les termes associ�es �a une� deux ou trois parti�
tions� Les termes associ�es �a une partition sont homog�enes �a un multispectre
d�ordre � � leur comportement asymptotique est donc en 
�N�� Les termes

associ�es �a deux partitions contiennent le terme
���hP

x ���
�m��m�	

i���� qui se sim�

pli�e dans l�expression de la variance et des termes produits d�un bispectre
par un quadrispectre dont le comportement asymptotique est en 
�N�� En�n�
les termes non nuls associ�es �a trois partitions sont homog�enes au cube d�un
spectre� Leur comportement asymptotique est en 
�N�� Asymptotiquement�
les termes associ�es �a trois partitions seront donc dominants� Parmi les 
� ter�
mes concern�es� en tenant compte du fait que deux fr�equences di��erentes sont
d�ecorr�el�ees puisque le signal est stationnaire� il ne reste �nalement qu�un seul
terme� donnant au premier ordre pour la variance du bip�eriodogramme

Var
h
P
x ���

�m��m�	
i

!

��E �X�m�	X��m�	�E �X�m�	X��m�	�E �X�m� $ m�	X��m� �m�	� �
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Comme
S
x ���

�m	 ! �E �X�m	X��m	� �

on obtient �nalement

Var
h
P
x ���

�m��m�	
i

!



�
S
x ���

�m�	Sx ���
�m�	Sx ���

��m� �m�	� �����	

On montre de m�eme dans �
��� que la covariance de deux termes di��erents du
bip�eriodogramme est �

Cov
h
P
x ���

�m��m�	� Px ���
�l�� l�	

i
! �S

x �
�
�m��m���m� �m�� l�� l�	� �����	

����� Variance de la bicorr�elation

La bicorr�elation estim�ee est la TFD�� du bip�eriodogramme

bC
x ���

�k�� k�	 ! ��
X
m�

X
m�

P
x ���

�m��m�	e
���
N

�m�k��m�k���

La variance de la bicorr�elation estim�ee est donc

Var
h bC

x ���
�k�� k�	

i
! ��

X
m��m�

X
l��l�

Cov
h
P
x ���

�m��m�	� Px ���
��l���l�	

i
� e

���
N

�m�k��l�k��m�k��l�k���

En utilisant �����	 et �����	 on obtient

Var
h bC

x ���
�k�� k�	

i
! I $ II�

avec
I ! ��

X
m�

X
m�

S
x ���

�m�	Sx ���
�m�	Sx ��� ��m� �m�	�

et

II ! ��
X
m� �m�

X
l��l�

S
x �
�

�m��m���m� �m���l���l�	

� e
���
N

�m�k��l�k��m�k��l�k���

Calcul de I Avec

S
x ���

�m�	 ! �
X
k�

C
x ���

�k�	e
� ���

N
k�m��

et
S
x ���

��m� �m�	 ! �
X
k�

C
x ���

�k�	e
���
N

�k�m��k�m���
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on obtient

I ! ����
X
m��m�

X
k� �k�

C
x ���

�k�	Cx ���
�k�	Sx ���

�m�	e
���
N

�m��k��k���m�k���

Comme X
m�

e
���
N

m��k��k�� ! Nd�k� � k�	�

avec

d�k� � k�	 !

�

 sik� ! k�
� sinon

et ���� ! 
�N�� il vient

I !
�

N

X
k�

X
m�

h
C
x ���

�k�	
i�
S
x ���

�m�	e
���
N

m�k� �

donnant �nalement

I !



N

X
k�

h
C
x ���

�k�	
i�
�

Calcul de II On peut �ecrire le terme II sous la forme

II ! ���	�
X
i�

X
i�

X
i	

X
i


X
i�

C
x �
�

�i�� i�� i�� i�� i�	ABCD�

avec

� A !
P

m�
e
���
N

m���i��i	�k�� ! Nd��i� $ i� $ k�	�

� B !
P

m�
e
���
N

m���i��i	�k�� ! Nd��i� $ i� $ k�	�

� C !
P

l�
e
���
N

l��i
�k�� ! Nd�i� � k�	�

� D !
P

l�
e
���
N

l��i��k�� ! Nd�i� � k�	�

En posant
i� ! i�

on obtient �nalement

II !



N

X
i

C
x �
�

�i$ k�� i$ k�� i� k�� k�	�

La variance de la bicorr�elation estim�ee est donc

Var
h bC

x ���
�k�� k�	

i
!




N

X
i

h
C
x ���

�i	
i�

$ C
x �
�

�i $ k�� i$ k�� i� k�� k�	�



Chapitre �

Signaux et syst�emes

Il existe des relations �etroites entre les signaux et les syst�emes � les signaux
permettent d�identi�er les syst�emes et un syst�eme peut caract�eriser un signal�
Ces relations sont largement exploit�ees dans l�approche des signaux �a l�ordre
�� On conna��t �a cet ordre de nombreuses m�ethodes d�identi�cation �
�
� 
����
Parall�element la mod�elisation d�un signal par un syst�eme �AR�MA�ARMA	
est �a la base de nombreuses m�ethodes de caract�erisation des signaux �a l�ordre
� � en analyse spectrale� dans l��egalisation� � �

La caract�erisation �a l�ordre � est cependant partielle et elle ne permet
pas de r�esoudre les probl�emes d�identi�cation d�un syst�eme lin�eaire dont on ne
conna��t que la sortie �identi�cation aveugle	 ���� 
���� Nous allons voir que les
relations entre les signaux et les syst�emes peuvent �etre approfondies et �elargies
lorsque l�on pousse la caract�erisation des signaux �a un ordre sup�erieur �a �� On
peut alors� en particulier� r�esoudre le probl�eme de l�identi�cation aveugle�

��� Les syst�emes �echantillonn�es

Ce paragraphe donne les rappels n�ecessaires �a ce chapitre en ce qui con�
cerne les �ltres �a temps discret�

����� Pr�esentation g�en�erale

Pr�esentons les syst�emes lin�eaires et stationnaires qui sont �a la base des
repr�esentations �syst�emiques� des signaux �
��� 
���� En temps� la relation
entr�ee x�sortie y� pour un syst�eme lin�eaire et stationnaire� est une convolution
y ! h � x� soit

y�n	 !
X
p

h�n� p	 x�p	 !
X
p

h�p	 x�n� p	�

La fonction h�n	 qui caract�erise le syst�eme lin�eaire et stationnaire est la r�eponse
impulsionnelle� En fr�equences r�eduites� ou en transform�ee en Z� la relation

��
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entr�ee�sortie est le produit simple Y ��	 ! H��	X��	� ou Y �z	 ! H�z	X�z	
�
���� H��	 est la fonction de transfert ou gain complexe en fr�equences
r�eduites� et H�z	 est la fonction de transfert en Z�

On peut �egalement d�ecrire un syst�eme lin�eaire et stationnaire par une
�equation aux di��erences �
��� 
���

y�n	 $
PX
k��

a�k	 y�n� k	 !

QX
l��

b�l	 x�n� l	�

Nous avons choisi les bornes de sommation de mani�ere �a ce que le syst�eme soit
causal � nous construisons la sortie �a l�instant n �a partir de l�entr�ee �a l�instant
n� des entr�ees pass�ees et des sorties pass�ees� Cette contrainte n�est pas absolue�
En pratique les sommes portent sur un nombre �ni de termes� En th�eorie� on
peut consid�erer des syst�emes lin�eaires et stationnaires pour lesquels on a une
sommation in�nie� La fonction de transfert en Z est

H�z	 !

PQ
� b�l	z

�l


 $
PP

� a�k	z�k
�

En factorisant le num�erateur et le d�enominateur de la fonction de transfert on
peut l��ecrire

H�z	 ! b��	zP�Q
QQ

i���z � z�i	QP
j���z � zpj	

�

On fait ainsi appara��tre les P p�oles zpj et les Q z�eros z�i du syst�eme
lin�eaire et stationnaire� Les p�oles et les z�eros constituent une description tr�es
parlante des propri�et�es du syst�eme lin�eaire et stationnaire donnant la fonction
de transfert �a un facteur pr�es b��	 et �a un retard Q� P pr�es �
����

On distingue �

� les syst�emes lin�eaires et stationnaires autor�egressifs �AR	 pour lesquels
b��	 ! 
 et b�l	 ! � pour l non nul� La relation entr�ee�sortie est pour ces
syst�emes

y�n	 ! �
PX
k��

a�k	y�n� k	 $ x�n	�

montrant que la sortie �a l�instant n est construite �a partir des P sorties
pr�ec�edentes et de la seule entr�ee �a l�instant n� Ces syst�emes ont P p�oles
et un z�ero d�ordre P �a l�origine�

� les syst�emes lin�eaires et stationnaires �a moyenne mobile ou �a moyenne
ajust�ee �MA	 pour lesquels a�k	 ! � pour tout k� La relation entr�ee�
sortie est

y�n	 !

QX
l��

b�l	x�n� l	�
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et la sortie �a l�instant n est une moyenne des entr�ees concomittante et
pass�ees� Ces syst�emes ont Q z�eros et un p�ole d�ordre Q �a l�origine�

� en�n le cas g�en�eral est celui des syst�emes lin�eaires et stationnaires au�
tor�egressifs �a moyenne ajust�ee �ARMA	�

On classe �egalement les syst�emes lin�eaires et stationnaires selon la structure
de leur r�eponse impulsionnelle� Les �ltres MA ont une r�eponse impulsionnelle
de longueur �nie � �ltres �a r�eponse impulsionnelle �nie �RIF	� Les �ltres AR et
ARMA ont une r�eponse impulsionnelle de longueur in�nie � �ltres �a r�eponse
impulsionnelle in�nie �RII	 �

����� Stabilit�e et causalit�e

Pour �etre �physiquement r�ealisable� un syst�eme lin�eaire et stationnaire
doit �etre stable et causal ���� 
����

La stabilit�e BIBO �bounded input�bounded output	 exige qu��a toute
entr�ee born�ee le syst�eme associe une sortie born�ee� Autrement dit� un syst�eme
est stable� si pour toute entr�ee x�n	 v�eri�ant

jx�n	j 	 $��

la sortie y�n	 v�eri�e
jy�n	j 	 $��

La causalit�e stipule que l�e�et �la sortie	 ne doit pas pr�ec�eder la cause �l�entr�ee	�
La condition de causalit�e peut se formuler par l�implication suivante �

x�n	 ! � pour n 	 n� � y�n	 ! � pour n 	 n��

La stabilit�e et la causalit�e peuvent s�exprimer dans les di��erentes
repr�esentations des syst�emes lin�eaires et stationnaires�

Une condition n�ecessaire et su�sante de stabilit�e est que la r�eponse im�
pulsionnelle soit sommable en module� c�est��a�dire

��X
��

jh�n	j 	 $��

et la condition de causalit�e est simplement

h�n	 ! � pour n 	 ��

En fr�equences r�eduites le crit�ere de Paley�Wiener �
��� nous indique qu�il
existe au moins un syst�eme lin�eaire et stationnaire� stable et causal� dont le
module de la fonction de transfert est jH��	j si et seulement siZ ���

����
log jH��	jd� 	 $�� ���
	

En�n� en Z� un syst�eme sera stable et causal si et seulement si �
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� le nombre de p�oles est sup�erieur ou �egal au nombre de z�eros�

�� tous les p�oles sont �a l�int�erieur du cercle de rayon 
� dans le plan complexe
des Z�

Syst�eme lin�eaire et stationnaire� stable et causal Pour un syst�eme
stable et causal la r�eponse impulsionnelle v�eri�e �

h�n	 ! � pour n 	 ��

C�est la condition duale de la condition impos�ee au signal analytique� La partie
r�eelle et la partie imaginaire du gain complexe en fr�equences r�eduites sont donc
reli�ees par une transformation de Hilbert en fr�equences r�eduites �THFr	� Ceci
est exprim�e par les relations de Kramers�Kronig

Im �H��	� ! THFr�� �Re �H��		�
Re �H��	� ! THFr �Im�H��		� �

La THFr et la THFr�� sont les transform�ees de Hilbert directe et inverse en
fr�equences r�eduites�

Syst�eme lin�eaire et stationnaire� stable� causal et causalement in

versible �ou �a phase minimale� Un syst�eme lin�eaire et stationnaire sera
dit stable� causal et causalement inversible si �


� le syst�eme lin�eaire et stationnaire est stable et causal +

�� son inverse �permettant de retrouver l�entr�ee �a partir de la sortie	 est
stable et causal�

Soit un syst�eme lin�eaire et stationnaire de fonction de transfert en Z�
H�z	� la fonction de transfert du syst�eme inverse est

Hi�z	 !



H�z	
�

Les p�oles de H�z	 sont les z�eros de Hi�z	 et les z�eros de H�z	 sont les p�oles
de Hi�z	� Il s�ensuit qu�un syst�eme lin�eaire et stationnaire sera stable� causal
et causalement inversible si et seulement si �


� le nombre de p�oles est �egal au nombre de z�eros�

�� les p�oles et les z�eros sont dans le disque de rayon 
�
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Pour un syst�eme lin�eaire et stationnaire� stable� causal et causalement in�
versible les p�oles du logarithme de la fonction de transfert� qui sont les p�oles
et les z�eros de la fonction de transfert� sont dans le cercle de rayon 
� La trans�
form�ee en Z inverse de ce logarithme� que l�on appelle le cepstre� est donc une
fonction causale �nulle pour les temps n�egatifs	� soit

TZ�� �logH�z	� ! C�n	 ! � pour n 	 ��

La partie r�eelle et la partie imaginaire de ce logarithme sont donc reli�ees par
une transformation de Hilbert� En fr�equences r�eduites on a

log �H��	� ! log jH��	j$ ��H��	�

d�o�u l�on d�eduit les relations de Bode�Bayard

�H��	 ! THFr�� �log jH��	j�
log jH��	j ! THFr ��H��	� �

����	

qui relient le module et la phase de la fonction de transfert d�un syst�eme lin�eaire
et stationnaire� stable� causal et causalement inversible� La relation ����	 nous
montre que si l�on conna��t le module de la fonction de transfert d�un syst�eme
lin�eaire et stationnaire� stable� causal et causalement inversible� alors sa phase
est d�etermin�ee par ����	� En rapprochant ce r�esultat du crit�ere de Paley�Wiener
���
	 on voit que si le module d�un syst�eme lin�eaire et stationnaire� stable�
causal et causalement inversible v�eri�e ce crit�ere� qui porte uniquement sur le
module de la fonction de transfert� on peut calculer sa phase�

Les syst�emes lin�eaires et stationnaires� stables� causaux et causale�
ment inversibles sont d�enomm�es �egalement �ltres �a phase minimale� Cette
d�enomination vient de l��etude de la famille de �ltres ayant une valeur �x�ee
pour le module de la fonction de transfert en fr�equences r�eduites �gabarit	� On
sait que cette condition d�e�nit une famille de �ltres� Dans cette famille le �l�
tre stable� causal et causalement inversible est celui pour lequel la rotation de
phase totale� lorsque la fr�equence r�eduite varie de �
�� �a $
��� est minimale�
Ce �ltre est int�eressant car� dans la famille de �ltres consid�er�ee� il est celui qui
r�epond le plus rapidement� En e�et� en appelant h�n	 la r�eponse impulsionnelle
d�un �ltre de la famille� et hmin�n	 celle du �tre �a phase minimale� pour tout
n� � � on a

n�X
�

jh�n	j� �
n�X
�

jhmin�n	j��

Lorsque l�on r�ealise l�identi�cation d�un �ltre ARMA� les p�oles doivent
�etre dans le cercle de rayon 
 pour que le �ltre soit stable�� Les z�eros peuvent

�Dans certaines situations� on pourra consid�erer des �ltres ayant des p�oles 
a l�ext�erieur
du cercle unit�e en inversant le sens du temps � �ltres anticausaux�
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occuper indi��eremment deux positions inverses par rapport au cercle de rayon

 sans modi�er le module du gain complexe du syst�eme lin�eaire et station�
naire� Cette ind�etermination sur la position des z�eros engendre la famille de
�ltres ayant le m�eme gabarit� et elle ne peut pas �etre lev�ee par les techniques
d�identi�cation �a l�ordre � pour des signaux et des �ltres stationnaires�

Conclusion Le but essentiel de cette br�eve introduction sur les syst�emes
lin�eaires et stationnaires �etait de pr�eciser les di��erents mod�eles �AR�MA et
ARMA	 et de situer les probl�emes importants de causalit�e� de stabilit�e et de
phase minimale �ou d�inversibilit�e causale	� En g�en�eral� quand on identi�e un
syst�eme lin�eaire et stationnaire� on est amen�e �a supposer qu�il est stable et
causal� bien que ces hypoth�eses puissent �etre remises en cause� Par contre�
rien ne permet de supposer qu�il est �a phase minimale� Nous verrons que ce
probl�eme de phase est au centre des techniques d�identi�cation aveugle�

Le lecteur peut approfondir ses connaissances sur les syst�emes lin�eaires et
stationnaires en consultant de nombreux ouvrages� comme par exemple �
�
�

��� 
��� 
����

��� Mod�elisation et �ltrage

Avant d�aborder les techniques d�identi�cation aveugle� il est bon de
donner quelques consid�erations g�en�erales qui nous permettront de situer les
divers probl�emes de mod�elisation et d�identi�cation� Nous pr�eciserons et com�
parerons �egalement les notions importantes de �ltre blanchisseur et �ltre in�
verse� Ces di��erentes notions seront illustr�ees par un exemple faisant ressortir
les di��erences entre le blanchiment et l�inversion d�un signal� Cet exemple nous
permettra �egalement de pr�esenter la position sp�eciale occup�ee par les signaux
gaussiens�

����� Mod�elisation syst�emique

Un signal al�eatoire stationnaire x�n	 peut �etre mod�elis�e par la sortie x�n	
d�un �ltre non lin�eaire de Volterra d�ordre �eventuellement in�ni ����� Le terme
d�ordre i est

xi�n	 !
��X

k����
� � �

��X
ki���

hi�k�� � � � � ki	 b�n� k�	 � � � b�n� ki	�

donnant la sortie du �ltre de Volterra

x�n	 !
�X
i��

xi�n	 ����	
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Les fonctions hi�k�� � � � � ki	 sont les noyaux de Volterra et le signal d�entr�ee b�n	
est une suite de variables al�eatoires ind�ependantes de m�eme loi�� Le syst�eme�
ou �ltre� en g�en�eral non lin�eaire� permettant d�engendrer le signal x�n	 �a
partir d�une suite de variables al�eatoires ind�ependantes est appel�e syst�eme
g�en�erateur� Ce mod�ele fait appara��tre les relations entre les signaux et les
syst�emes� lin�eaires ou non lin�eaires�

Dans certaines situations� en particulier dans les canaux de transmission�
o�u l�on peut imposer au syst�eme d��etre lin�eaire� on obtient alors le mod�ele
simpli��e suivant dit mod�ele lin�eaire �

x�n	 !
��X

k����
h��k�	 b�n� k�	� ����	

h��k�	 �etant la r�eponse impulsionnelle du syst�eme lin�eaire�
Les signaux dont le syst�eme g�en�erateur est lin�eaire sont appel�es signaux

lin�eaires�

����� Filtre blanchisseur� Les di��erents bruits blancs

Soit un signal x�n	� on appelle �ltre blanchisseur le �ltre lin�eaire qui�
ayant �a son entr�ee x�n	� donnera en sortie un signal �bruit	 blanc �a l�ordre
�� La notion tr�es classique de signal blanc �on dit plut�ot bruit blanc� et nous
suivrons la tradition bien qu�elle a�ecte ce signal d�une connotation p�ejorative
qu�il ne m�erite pas	 doit �etre repens�ee quand on s�int�eresse aux propri�et�es
d�ordre sup�erieur�

En fait� il n�existe pas un bruit blanc� mais plusieurs bruits blancs qui
doivent �etre introduits ����� Selon le degr�e de �nesse de l�analyse on aura� si
l�on peut dire� plusieurs degr�es de blancheur�

En analyse spectrale un bruit blanc est un signal dont le spectre est
constant� La corr�elation de deux �echantillons di��erents du bruit blanc �a l�ordre
� est donc nulle � un bruit blanc �a l�ordre � est alors form�e par une suite de
variables al�eatoires d�ecorr�el�ees�

A un ordre sup�erieur� on est concern�e par des cumulants d�ordre sup�erieur
�a �� Un bruit blanc �a l�ordre q est form�e d�une suite de variables al�eatoires dont
les cumulants d�ordre inf�erieur ou �egal �a q sont nuls d�es que l�on s�int�eresse �a
un cumulant mettant en jeu plus d�un �echantillon�

En�n un bruit blanc est d�enomm�e bruit blanc parfait si les �echantillons
de ce signal sont des variables al�eatoires ind�ependantes�

Il existe des relations d�ordre partiel entre ces diverses blancheurs �����
La blancheur parfaite entra��ne la blancheur �a tous les ordres� A l�inverse� la
blancheur �a l�ordre � n�entra��ne en g�en�eral ni la blancheur �a un ordre sup�erieur �
des variables al�eatoires peuvent �etre d�ecorr�el�ees et avoir des cumulants crois�es

�Les probl
emes d�existence sont discut�es au chapitre ��
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d�ordre sup�erieur �a � non nuls� ni la blancheur parfaite � la d�ecorr�elation
n�entra��ne pas l�ind�ependance� Toutes les blancheurs sont �equivalentes dans
le cas d�un bruit gaussien � on sait que dans le cas gaussien la d�ecorr�elation
entra��ne l�ind�ependance� Nous avons vu �egalement au chapitre � que les ordres
sup�erieurs de signaux gaussiens n�apportent pas d�information � les cumulants
d�ordre sup�erieur �a � sont nuls� La notion de �ltre blanchisseur n�est donc pas
unique�

Classiquement� quand on parle de �ltre blanchisseur� on sous�entend un
�ltre blanchisseur �a l�ordre �� c�est��a�dire un �ltre dont la sortie est un bruit
blanc d�ordre �� Pour les signaux al�eatoires d�ecrits par ����	� il existe toujours
un �ltre lin�eaire blanchisseur �a l�ordre �� La connaissance de ce �ltre est su��
isante quand on fait de l�analyse spectrale� En�n ce �ltre blanchisseur est un
�ltre blanchisseur parfait si le signal blanchi est gaussien�

A un ordre sup�erieur �a � et pour les signaux non gaussiens� la situation
est plus complexe� � �

����� Filtre inverse

Le �ltre inverse d�un signal x�n	 mod�elis�e par ����	 est le syst�eme per�
mettant de retrouver le signal d�entr�ee b�n	 �a partir de la sortie x�n	� Pour des
signaux lin�eaires �engendr�es selon la relation ����		 le �ltre inverse est lin�eaire�
Dans le cas g�en�eral� le �ltre inverse s�il existe n�est pas lin�eaire � ce �ltre inverse
est donc di��erent du �ltre blanchisseur �a l�ordre � qui est lin�eaire�

Quelle est� pour les signaux lin�eaires� la relation entre le �ltre blanchisseur
et le �ltre inverse�

����� Relation entre le �ltre blanchisseur et le �ltre

inverse pour des signaux lin�eaires� Identi�cation

aveugle

Soit un signal x�n	 al�eatoire� stationnaire� lin�eaire et de puissance �nie�
Connaissant le signal x�n	 et ses caract�eristiques �a l�ordre �� corr�elation ou
spectre� on veut trouver le �ltre blanchisseur et le �ltre inverse de x�n	� Le
signal �etudi�e v�eri�e le mod�ele ����	� son spectre est donc

S
x ���

��	 ! jH��	j�Pb�
o�u H��	 est le gain complexe du �ltre engendrant x�n	� et Pb est la puissance
du bruit g�en�erateur b�n	�

La connaissance de S
x ���

��	 nous permet d�acc�eder au module 
�jH��	j
du gain complexe du �ltre blanchisseur� mais ne nous donne pas d�information
sur la phase de ce �ltre� On pourra construire le �ltre blanchisseur de x�n	
en utilisant les diverses m�ethodes d�evelopp�ees dans les approches �a l�ordre �
�
����
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Poles 

Zéros 

Blanchisseur 2

Spectre du signal filtré

Blanchisseur 1

Blanchisseur 3

Blanchisseur 4

ARMA 4,4
entrée sortie

Inverse ?

Figure ��
� Le �ltre direct et les �ltres blanchisseurs� A chaque z�ero� on associe
son inverse g�eom�etrique par rapport au cercle de rayon �� Les z�eros peuvent
�etre choisis �a l�int�erieur ou �a l�ext�erieur du cercle de rayon �� La r�ealit�e du
�ltre restreint �a � le nombre de �ltres blanchisseurs� Un seul de ces �ltres est
le �ltre inverse�

� en temps� par la corr�elation et les �equations de Yule�Walker� en donnant
au �ltre blanchisseur une structure MA�

� en temps� par l�algorithme de Levinson et les coe�cients de corr�elation
partielle� en donnant au �ltre blanchisseur une structure en treillis�

� en fr�equence� en prenant une d�etermination particuli�ere pour la phase
du �ltre blanchisseur � phase nulle� phase minimale� � �

Pour obtenir le �ltre inverse nous devons conna��tre la phase qui n�est pas
donn�ee par les caract�eristiques d�ordre � du signal de sortie� Nous allons voir
que l�on peut r�ealiser cette identi�cation aveugle en utilisant les caract�eristi�
ques d�ordre sup�erieur du signal analys�e�

����� Illustration

Les analogies et les di��erences entre les notions de �ltre inverse et de
�ltre blanchisseur� ainsi que le cas singulier pr�esent�e par les signaux gaussiens
sont illustr�es par la simulation suivante inspir�ee par ���� ��gure ��
	�

Un signal x�n	 est engendr�e par �ltrage d�un signal blanc parfait b�n	 par
un �ltre ARMA��� �	 pr�esentant quatre p�oles �stables	 et quatre z�eros �� dans
le disque de rayon 
 et � ext�erieurs	� On construit ensuite les quatre �ltres
blanchisseurs en r�ealisant un �ltre ARMA��� �	 dont les z�eros sont les p�oles
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 Filtre blanchisseur 3, Kurtosis 0,40

 Filtre blanchisseur 2, Kurtosis 0,43

 Filtre blanchisseur 1, Kurtosis 0,56

 Filtre inverse, Kurtosis 0.34

 Sortie, Kurtosis −0,42

 Entrée, Kurtosis 0,33

 Filtre blanchisseur 3, Kurtosis 9,34

 Filtre blanchisseur 2, Kurtosis 7,10

 Filtre blanchisseur 1, Kurtosis 9,67

 Filtre inverse, Kurtosis 12,72

 Sortie, Kurtosis 1,04

 Entrée, Kurtosis 12,72

Figure ���� Entr�ees gaussiennes et non gaussiennes� sortie du �ltre direct� Sor�
ties du �ltre inverse et des �ltres blanchisseurs�

du �ltre direct� et dont les p�oles sont les z�eros du �ltre direct ou les inverses
par rapport au cercle unit�e des z�eros du �ltre direct� Un seul de ces �ltres
blanchisseurs est l�inverse� Les positions des p�oles et z�eros des �ltres direct et
blanchisseurs� ainsi que la densit�e spectrale de puissance du signal x�n	 sont
illustr�es sur la �gure ���
	�

Deux types de signaux blancs d�entr�ee ont �et�e utilis�es� Le premier
est un signal gaussien� Les propri�et�es de ce signal gaussien sont contenues
compl�etement dans ses caract�eristiques d�ordre � � on peut pr�evoir que les sor�
ties des �ltres 
� �� � et � ne pourront pas �etre distingu�ees� Ce fait est illustr�e�
non d�emontr�e  � sur les panneaux de gauche de la �gure ����	 qui montrent
le signal d�entr�ee� le signal �ltr�e� et les sorties des quatre �ltres� L�observation
des seules sorties ne permet pas de distinguer les quatre �ltres� On trouve�
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�evidemment� le �ltre inverse quand on compare point �a point les sorties et
l�entr�ee� � �

Le second signal est un signal blanc� non gaussien� Nous avons choisi une
s�equence d�impulsions qui rappellent les coe�cients de r�e�exion des interfaces
entre couches g�eologiques dans une exp�erimentation de prospection sismique
�
����

On voit sur les panneaux de droite de la �gure ����	 que les signaux
de sortie sont di��erents + on peut donc penser qu�il est possible de trouver
le �ltre inverse en observant seulement la sortie � c�est ce que l�on appelle la
d�econvolution aveugle dont nous reparlerons en d�etails plus loin� Donnons� en
anticipant� l�id�ee d�une solution�

Puisque le probl�eme n�a pas de solution �a l�ordre � nous devons utiliser
des caract�eristiques d�ordre sup�erieur des signaux de sortie� Nous avons choisi
le kurtosis qui est le cumulant d�ordre � norm�e �chapitre 
	

K
x ���

!
E �x��

E� �x��
� ��

Les kurtosis des di��erents signaux de sortie sont donn�es sur les �gures� Dans
le cas gaussien ils sont th�eoriquement nuls � leur valeur proche de � est issue
des erreurs d�estimation du kurtosis� Dans le cas non gaussien� ils sont signi�
�cativement di��erents� Le �ltre inverse engendre un signal dont le kurtosis est
maximum � ce crit�ere permet donc de choisir entre les diverses solutions�

����� Conclusion

En prenant du recul vis �a vis des approches habituelles de la mod�elisation
des signaux �a l�ordre �� nous pouvons mieux discerner les relations existant
entre les di��erents types de �ltres appliqu�es aux signaux � �ltre blanchisseur�
�ltre inverse lin�eaire ou non lin�eaire� � �

En bref� le �ltre lin�eaire blanchisseur �a l�ordre � est donn�e par les pro�
pri�et�es �a l�ordre � du signal � spectre ou corr�elation� Le �ltre inverse dont le
but est de retrouver le bruit blanc parfait g�en�erateur est lin�eaire dans le cas
de signaux lin�eaires� non lin�eaire �si il existe	 dans les autres cas� Dans le cas
lin�eaire� le �ltre inverse n�est pas donn�e par les propri�et�es du signal �a l�ordre ��
Nous allons voir comment les caract�eristiques d�ordre sup�erieur �a � permettent
de trouver le �ltre inverse en r�ealisant une identi�cation aveugle�

Le cas des signaux gaussiens est singulier� Cette situation est tr�es
d�efavorable � lorsque les signaux sont gaussiens et stationnaires� il est im�
possible de r�ealiser une d�econvolution aveugle� � �
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��� Identi�cation aveugle �extralucide� �

La situation consid�er�ee est d�ecrite �gure ����� page 
��	� Le si�
gnal d�entr�ee e�n	 est un bruit blanc parfait� suite de variables al�eatoires
ind�ependantes de m�eme loi� et le signal observ�e o�n	 est une �ltr�ee lin�eaire
et stationnaire du signal d�entr�ee� On ne conna��t que ce signal de sortie et l�on
veut retrouver le signal d�entr�ee�

On pourra seulement retrouver un signal proportionnel au signal d�entr�ee
�a un retard inconnu pr�es �nr	� Dans le cas de signaux �a valeurs complexes
la constante de proportionnalit�e est complexe � le signal sera donc �egalement
reconstitu�e �a une phase ��	 globale pr�es �

s�n	 ! Ae��e�n� nr	�

les param�etres A� nr et � ne sont pas identi�ables�

Cette situation se rencontre dans plusieurs domaines d�application pour
des signaux �a une ou plusieurs dimensions �
�
� 
��� 
���� Dans les syst�emes
de communication� le �ltre inverse� d�enomm�e �egaliseur� permet de reconstituer
le message �emis� Dans de nombreux probl�emes de mesure� le signal observ�e est
convolu�e par la fonction de transfert du syst�eme de mesure + l�identi�cation
de ce �ltre permet de r�ealiser une d�econvolution� Citons dans ce domaine la
prospection sismique ���� 
���� le sondage radar ou sonar� l��echographie� le
contr�ole non destructif� � �

Pour retrouver e�n	 nous devons construire le �ltre inverse� Le point
fondamental que nous avons introduit en ����� est l�impossibilit�e de r�ealiser
cette identi�cation �a partir de la sortie seule par des techniques faisant appel
aux moments d�ordre �� Nous allons voir comment ce probl�eme peut �etre r�esolu
en utilisant� de mani�ere directe ou indirecte� les statistiques d�ordre sup�erieur�
Ces nouvelles techniques se sont d�evelopp�ees dans les vingt derni�eres ann�ees
en �etendant les algorithmes connus �a l�ordre �� Nous allons les pr�esenter en
distinguant les syst�emes d�identi�cation en boucle qui consistent �a construire
un syst�eme lin�eaire et stationnaire adaptatif convergeant vers le �ltre inverse�
et les syst�emes en ligne qui donnent une estimation directe du �ltre inverse�
Comme toute classi�cation cette distinction n�est pas absolue et l�on trouvera
des syst�emes relevant des deux approches�

Le tableau ���
	 synth�etise le contenu des trois paragraphes qui suivent�

��� Identi�cation aveugle �en boucle�

Les syst�emes d�identi�cation �en boucle� ont �et�e d�evelopp�es dans le cadre
des �etudes sur les �egaliseurs� Les r�ef�erences de base sont ���� ��� ��� ��� 
���


��� Nous nous appuyons �egalement sur des articles de synth�ese ���� 
����



���� Identi
cation aveugle �en boucle� 
��

IDENTIFICATION AVEUGLE

Non param�etrique
boucl�ee� x��� Crit�eres non quadratiques� p� 
�


kurtosis p� 



Godard p� 

�
Sato p� 

�

en fr�equence� x��� M�ethode r�ecursive lin�eaire p� 

�
Moindres carr�es� p� 

�
M�ethode de projection� p� 



Retard de groupe� p� 

�

Param�etrique
�ltre MA� x����� Formule C�q� k	� p� 
��

M�ethodes alg�ebriques� p� 
��
Optimisation� p� 
�

Multicepstre� p� 
��

�ltre AR� x����� Yule�Walker ordre sup�erieur� p� 
��
�ltre ARMA� x����� p� 
�


Tableau ��
� Synth�ese des m�ethodes d�identi�cation aveugles pr�esent�ees dans
ce chapitre

����� L	algorithme du gradient stochastique

La structure g�en�erale de ces syst�emes est donn�ee sur la �gure ����	� Le si�
gnal observ�e o�n	 est issu du �ltrage d�un bruit blanc parfait �suite de variables
al�eatoires ind�ependantes	 e�n	 par le �ltre direct de r�eponse impulsionnelle
d�k	�

o�n	 !
X
p

d�p	e�n� p	�

On cherche un �ltre inverse transversal d�ecrit par sa r�eponse impulsionnelle
de longueur �nie i�k	 pour �p� � k � p�� donnant en sortie s�n	 via

s�n	 !
X
p

i�p	o�n� p	 ! iTo�n	�

avec iT ! �i��p�	 � � � i�p�		 et oT �n	 ! �o�n $ p�	 � � � o�n � p�		� Dans le cas
g�en�eral� le �ltre cherch�e peut contenir une partie causale � � k � p� et une
partie non�causale �p� � k 	 ��




�� Signaux et syst�emes

o(n) s(n)d(k)
SLS FI

i(k)e(n)
i.i.d

Système global

Figure ���� Syst�eme global de d�econvolution aveugle� Les seules donn�ees
disponibles sont les �echantillons du signal o�n	 issu du passage de l�entr�ee
e�n	 dans le canal d�k	� L�hypoth�ese fondamentale de la d�econvolution aveugle
est le caract�ere i�i�d� de l�entr�ee� Le d�econvolueur est le �ltre inverse i�k	� La
sortie s�n	 est �egale �a l�entr�ee� �a une constante multiplicative pr�es et �a un
retard pr�es�

Le bruit blanc d�entr�ee e�n	 et la sortie s�n	 sont reli�es par le �ltre global
��gure ����		 de r�eponse impulsionnelle t�k	 par

s�n	 !
X
p

t�p	e�n� p	� ����	

Pour obtenir le �ltre inverse� on minimise un crit�ere V �s	 d�ependant de la sor�
tie�� Les signaux trait�es �etant al�eatoires� le crit�ere est g�en�eralement un moment
du type

V �s	 ! E�v�s	��

La convergence vers le �ltre inverse est obtenue par une m�ethode du
gradient �
�
� 
��� 
��� 
�
�� En pratique� on ne peut pas calculer l�esp�erance
math�ematique donnant V �s	� On la remplace par sa valeur instantan�ee v�s	�
On obtient alors une m�ethode d�adaptation dite du gradient stochastique �
���

����

Pendant la p�eriode d�adaptation du �ltre� sa r�eponse impulsionnelle est
variable et nous la noterons i�n	� En th�eorie� i�n	 doit tendre vers une limite� A
la convergence� le �ltre devient donc stationnaire en moyenne� En r�ealit�e� par
suite des erreurs d�estimation� le �ltre ne se stabilise jamais compl�etement� � �

L�adaptation du �ltre est obtenue par

i�n $ 
	 ! i�n	� �rv �s�n	� �

o�u rv�s	 est le gradient de v par rapport aux coe�cients du �ltre� et � est
une constante dont la valeur �xe la vitesse de convergence et l�amplitude des
�uctuations r�esiduelles de la r�eponse impulsionnelle estim�ee�

�En physique� on rencontre le m�eme probl
eme de minimisation de l��energie des syst
emes
d�ecrits par un potentiel�



���� Identi
cation aveugle �en boucle� 
��

Quand on utilise un crit�ere quadratique �ordre �	� � doit �etre inf�erieur �a
une valeur d�etermin�ee pour assurer la convergence �
�
�� On peut diminuer la
valeur de � lorsque l�on approche de la convergence �
����

Cette technique est tr�es �etudi�ee dans les m�ethodes utilisant des crit�eres
quadratiques� Elle s�appelle alors la m�ethode des moindres carr�es moyens et une
tr�es vaste litt�erature a �et�e consacr�ee �a ce sujet �
�
�� Les principales variantes
portent sur la structure du �ltre estim�e � transversal comme ici� en treillis
���� 
���� � � On peut �egalement d�e�nir le �ltre en temps� en fr�equence �
���� on
peut optimiser la vitesse de convergence � moindres carr�es� � �

En r�esum�e l�algorithme du gradient stochastique s��ecrit�
s�n	 ! iT �n	o�n	�
i�n $ 
	 ! i�n	� �rv�s�n	��

Parfois i�n	 ! � est une solution des algorithmes de minimisation� Pour �eviter
de converger vers cette solution triviale on impose des contraintes �a la r�eponse
impulsionnelle� Les contraintes impos�ees sont g�en�eralement soit� i� ! 
 soit
jjijj� ! iT i ! 
� On obtient alors un algorithme de minimisation sous con�
trainte�

On peut voir l�algorithme du gradient stochastique de la fa�con imag�ee
suivante� Le �ltre est un randonneur qui se d�eplace dans un terrain bois�e �ce
qui ne lui permet pas de voir �a distance	 dont la topographie est �x�ee par
le crit�ere� Le randonneur ne poss�ede pas de carte mais dispose d�un niveau �a
bulles lui permettant de mesurer la pente du sol exactement sous ses pieds� Le
randonneur veut atteindre le point le plus haut �ou le plus bas� mais pour les
randonneurs nous opterions plut�ot pour le point le plus haut� � � 	 du territoire�
Il va donc chercher �a monter constamment en mesurant� gr�ace �a son niveau �a
bulles� la d�eclivit�e du sol� Le sol� comme les signaux� est al�eatoire �mottes de
terre� tou�es d�herbe� fourmili�eres� � � 	 la d�eclivit�e locale mesur�ee est donc le
gradient stochastique

rv�s�n	��

Le randonneur peut �optimiser� sa route � moindres carr�es� Le randonneur
peut �egalement adapter l�amplitude de ses pas par �� Lorsque le randonneur
est pr�es du but� on imagine que si ses pas sont d�amplitude constante il va
osciller autour du sommet� voire redescendre� Pour se rapprocher du sommet
il doit donc faire des pas de plus en plus petits �diminution de �	� Le cas des
algorithmes sous contraintes est ici celui du randonneur qui veut atteindre le
sommet en suivant un chemin� On lui sugg�ere alors deux solutions � soit se
contenter de mesurer la pente le long du chemin � c�est le plus simple pour
un randonneur� soit mesurer la pente sans tenir compte du chemin� faire un
pas dans la direction trouv�ee et gagner le point du chemin le plus proche

�i� est la r�eponse impulsionelle au temps �� et donc la premi
ere composante du vecteur
�ltre dans le cas causal�




�
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de sa nouvelle position � c�est le plus simple pour les syst�emes adaptatifs�
Quand le randonneur peut en�n se reposer sur le sommet tant d�esir�e� il a le
temps de se poser la grave question suivante � ai�je atteint le v�eritable sommet�
Seule la m�etaphysique du crit�ere� c�est��a�dire les propri�et�es g�en�erales du crit�ere
�concavit�e par exemple	� lui permettra de s�assurer de ce r�esultat� S�il dispose
d�un altim�etre� on lui sugg�ere une solution �fatigante	 qui consiste �a repartir
d�un autre point et �a recommencer de multiples fois son ascension� Il verra
bien �a la �n si il rencontre� ou non� un sommet plus �elev�e � c�est la m�ethode du
recuit simul�e dont le nom semble bien adapt�e �a cette histoire de randonneur� � �

Les m�ethodes du gradient stochastique ont �et�e d�evelopp�ees avec des
crit�eres quadratiques qui ont l�avantage d��etre concaves� Dans le contexte con�
sid�er�e ici �identi�cation aveugle	� ces m�ethodes permettent de trouver un �ltre
blanchisseur mais ne donnent pas forc�ement le �ltre inverse� Pour obtenir le
�ltre inverse il faut utiliser un crit�ere plus complexe� ce qui fait appara��tre dans
le traitement des moments ou des cumulants d�ordre sup�erieur �a �� Apr�es avoir
pr�esent�e une vue d�ensemble� nous donnerons une solution simple et �el�egante
de ce probl�eme due �a �

��� nous discuterons les propri�et�es des algorithmes que
l�on appelle les algorithmes de Bussgang ���� et nous les illustrerons sur des
exemples�

����� Sur les crit�eres

Les m�ethodes classiques� �a l�ordre �� utilisent la puissance de la sortie
comme crit�ere �a minimiser

V �s	 ! E�jsj���
Le �ltre ainsi identi��e est stable� causal et causalement inversible + il ne peut
�etre le �ltre inverse que si celui�ci est stable� causal et causalement inversible�
En g�en�eral le �ltre inverse est stable et causal mais il n�est pas toujours
causalement inversible ��a phase minimale	 comme nous l�avons montr�e dans
l�illustration du paragraphe ������ Pour identi�er le �ltre inverse� nous ne pou�
vons pas nous contenter d�un crit�ere quadratique�

Une propri�et�e fondamentale pour l�identi�cation du �ltre inverse a �et�e
mise en �evidence dans ����� La sortie s�n	 du �ltre inverse est obtenue par
�ltrage lin�eaire de l�entr�ee e�n	 form�ee d�une suite de variables al�eatoires
ind�ependantes de m�eme loi� Lorsque l�entr�ee e�n	 n�est pas gaussienne� le seul
�ltre pour lequel la loi de probabilit�e ��a un instant	 de la sortie s�n	 du �ltre
inverse est identique �a celle de l�entr�ee est le �ltre dont tous les coe�cients
sont nuls sauf un� Ceci donne la solution du probl�eme de la recherche du �ltre
inverse � il su�t de rendre la loi de la sortie du �ltre inverse identique �a celle
de l�entr�ee� Les auteurs de ���� �etudient alors les crit�eres permettant de con�
verger vers le �ltre inverse� Pour obtenir le �ltre inverse� nous devons prendre
en compte la forme de la loi de probabilit�e du signal d�entr�ee� Nous verrons



���� Identi
cation aveugle �en boucle� 
��

au paragraphe ����� que la condition d�identit�e des lois peut �etre simpli��ee en
imposant seulement l�identit�e de la valeur quadratique moyenne et du kurtosis�

Le cas des signaux gaussiens est singulier� Comme le caract�ere gaussien
se conserve par transformation lin�eaire� il n�est pas possible de r�ealiser
l�identi�cation aveugle du �ltre inverse lorsque les signaux sont gaussiens�

Une analyse de ce probl�eme d�inversion� permettant de caract�eriser le
comportement des signaux sous l�e�et d�un �ltrage� est �egalement donn�ee dans
����� D� Donoho consid�ere un ensemble de signaux al�eatoires ferm�e vis��a�vis des
transformations lin�eaires � toute combinaison lin�eaire ��ltrage	 de signaux de
l�ensemble appartient �a l�ensemble� Il montre que dans cet ensemble� il existe
une relation d�ordre partiel� not�ee ��� Selon cette relation d�ordre� si x�n	 est
un signal blanc parfait� z�n	 un signal gaussien et y�n	 !

P
i aix�n � i	 une

�ltr�ee de x�n	� on a alors

� x�n	 �� y�n	 �� z�n	�

� cet ordre est strict � si y�n	 !
P

i aix�n� i	 est �equivalent �a x�n	� tous
les ai sont nuls sauf un�

Ces deux r�esultats donnent la r�egle permettant de d�eterminer le �ltre inverse �
il faut trouver dans la famille des �ltr�ees le signal qui est le plus �eloign�e d�un
signal gaussien� Ces r�esultats �etablissent l�unicit�e du �ltre inverse �a un retard
et �a un facteur de proportionnalit�e pr�es�

Une r�egle permettant de choisir les crit�eres acceptables se d�egage na�
turellement� Les crit�eres V ��	 acceptables doivent respecter la relation d�ordre
introduite par D� Donoho �

x �� y�� V �x	 � V �y	�

Les crit�eres acceptables pr�esent�es par D�Donoho sont

� les cumulants standardis�es �chapitre 
	� en particulier le kurtosis ���� que
l�on retrouvera en ����� et que nous avons utilis�e dans l�illustration du
paragraphe ������

� l�information de Fisher

I�x	 ! �
Z

d� log�px�u	�

du�
px�u	du�

� l�entropie de Shannon�

S�x	 ! �
Z

log�px�u	�px�u	du�

qui avait �et�e introduite auparavant par ���
� dans la m�ethode du maxi�
mum d�entropie�
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Cadzow ��
�� en g�en�eralisant les r�esultats de Shalvi et Weinstein �

���
montre que la recherche des extremums des cumulants standardis�es constitue
un crit�ere�

Rappelons l��equation ����	 qui �etablit le lien entre la sortie s�n	 du �ltre
inverse� en fonction du bruit blanc parfait d�entr�ee e�n	 �

s�n	 !
X
p

t�p	e�n� p	�

e�n	 �etant une suite de variables al�eatoires ind�ependantes� Les cumulants
d�ordre k de s�n	 sont

�
s �k�

! �
e �k�

X
p

tk�p	� ����	

�
e �k�

�etant le cumulant d�ordre k de e�n	� Pour les cumulants standardis�es

�chapitre 
	� cette relation devient

K
s �k�

! K
e �k�

P
p t

k�p	hP
p t

��p	
ik�� �

En normalisant la r�eponse impulsionnelle du �ltre total par
P

p t
��p	 ! 
� on

obtient

K
s �k�

! K
e �k�

X
p

tk�p	�

On sait alors que sous la contrainte
P

p t
��p	 ! 
� la somme

P
p t

k�p	 v�eri�e la
condition �����X

p

tk�p	

����� � 
�

l��egalit�e ayant lieu si et seulement si tous les t�p	 sont nuls sauf un� qui est
alors �egal �a �
�

Ce r�esultat illustre la relation d�ordre introduite par Donoho ����� Les cu�
mulants d�ordre sup�erieur �a � de toute �ltr�ee lin�eaire du bruit blanc d�entr�ee
e�n	 sont plus proches de � que les cumulants de ce bruit blanc d�entr�ee �
une �ltr�ee lin�eaire d�un bruit blanc est donc plus proche d�un signal gaussien
que le bruit blanc initial� Cette propri�et�e nous montre aussi que les cumulants
standardis�es respectent la relation d�ordre introduite par Donoho + ils con�
stituent donc un crit�ere acceptable� En�n ce r�esultat corrobore l�approche de
Benveniste ����� En e�et pour que les signaux d�entr�ee e�n	 et de sortie s�n	
aient la m�eme loi� il faut qu�ils aient les m�emes cumulants standardis�es et donc
que tous les t�p	 soient nuls sauf 
�
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����� Identi�cation aveugle par le kurtosis

En se limitant au kurtosis� cumulant d�ordre � standardis�e� Shalvi et
Weinstein ont d�evelopp�e une m�ethodologie tr�es simple de d�econvolution aveu�
gle que nous allons pr�esenter��

Les bases de l�algorithme La situation est la suivante ��gure ����		 �

o�n	 !
X
l

d�n� l	e�l	�

o�u e�n	 est une suite de variables al�eatoires ind�ependantes �bruit blanc parfait	
de m�eme loi�

s�n	 !
X
l

i�n� l	o�l	

est la sortie du �ltre inverse� En combinant les deux relations pr�ec�edentes on
obtient

s�n	 !
X
l

t�n� l	e�l	�

o�u t�n	 est la r�eponse impulsionnelle du �ltre faisant passer de l�entr�ee e�n	 �a
la sortie s�n	�

On veut que le vecteur t�n	� en pratique de longueur �nie� ait tous ses
coe�cients nuls sauf un � on aura alors r�ealis�e l�inversion �a un retard pr�es et �a
un facteur multiplicatif pr�es�

La relation ����	 appliqu�ee �a la puissance �cumulant d�ordre �	 et aux
kurtosis K

s ���
et K

e ���
de s�n	 et de e�n	 donne

�
s ���

! �
e ���

X
l

t��l	� ����	

K
s ���

! K
e ���

X
l

t��l	� ���
	

Sous la contrainte
P

l t
��l	 ! 
 on obtient jK

s ���
j � jK

e ���
j� l��egalit�e ayant lieu

si et seulement si tous les t�l	 sont nuls sauf 
� On en d�eduit la proc�edure
permettant de trouver le �ltre inverse �

maximiser jK
s ���
j� en fonction des coe
cients du �ltre inverse� sous la

contrainte �
E
�js�n	j�� ! E

�je�n	j�� �
L�algorithme propos�e donne le �ltre inverse cherch�e�

Revenons sur la contrainte E �js�n	j�� ! E �je�n	j�� � On sait trouver un
signal donnant la puissance de e�n	 � c�est le signal blanchi� On sait par les

�Nous pr�esentons l�algorithme de Shalvi et Weinstein pour des signaux 
a valeurs r�eelles�
on peut l��etendre facilement aux signaux 
a valeurs complexes�
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�etudes �a l�ordre � que le �ltre blanchisseur peut �etre obtenu en minimisant
E �js�n	j��� La proc�edure propos�ee consiste donc �a obtenir un �ltre qui minimise
E �js�n	j�� et qui maximise jK

s ���
j� Ces deux op�erations peuvent �etre faites

successivement ou simultan�ement� On en d�eduit deux techniques de mise en
�uvre�

Mise en �uvre de l�algorithme Deux solutions sont propos�ees dans �

���
Un algorithme avec contrainte qui n�ecessite le blanchiment pr�ealable des si�
gnaux observ�es� et un algorithme sans contrainte�

� Dans le premier cas on doit d�abord blanchir les donn�ees o�n	 pour
obtenir un signal blanchi ob�n	� On adapte ensuite les coe�cients du
�ltre inverse en deux �etapes �


� poursuite du maximum selon le gradient

i�n $ 
	 ! i�n	� �rV �s	�

�� v�eri�cation de la contrainte par

i�n$ 
	 �� i�n $ 
	

jji�n$ 
	jj avec � jji�n $ 
	jj !
p
iT �n $ 
	i�n $ 
	�

Le crit�ere retenu est V �s	 ! jK
s ���
j� Tous calculs faits on obtient la

r�ecursion

i�n $ 
	 ! i�n	 $ �sign�K
e ���

	E
�js�n	j�s�n	o�b�n	

�
�

avec oTb �n	 ! �ob�n	� ob�n� 
	� � � � � ob�n� p $ 
		 - rappelons que ob�n	
est le signal blanchi -�

� Le second algorithme part directement des signaux observ�es� La fonction
objectif est dans ce cas du type suivant

F �t	 !
X
l

jt�l	j� $ f

�X
l

jt�l	j�
�
�

telle que la fonction h�x	 ! x� $ f�x	 croisse pour x 	 
� d�ecroisse pour
x � 
 et ait un maximum unique pour x ! 
� On montre alors que
F �t	 est maximale pour un vecteur t ayant une seule valeur non nulle
�
On obtient la fonction objectif en rempla�cant

P
l jt�l	j� et

P
l jt�l	j� par

leurs expressions en fonction des cumulants de e�n	 et s�n	 donn�es par
les �equations ����	 et ���
	� Les auteurs montrent que l�on peut retrouver
ainsi des algorithmes connus comme l�algorithme de Godard�

�La solution est unique pour un �ltre inverse de longueur �nie � pour un �ltre de longueur
in�nie� il peut appara��tre des minimums parasites�
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�

����� Les algorithmes de Godard et Sato

Godard ���� propose de minimiser un crit�ere� appel�e dispersion� qui s��ecrit

Dp ! E
�
�js�n	jp �Rp	

�� avec Rp !
E �je�n	j�p�
E �je�n	jp� �

Pour p ! 
 l�algorithme de gradient stochastique s��ecrit

i�n $ 
	 ! i�n	� �o��n	s�n	

�

� R�

js�n	j
�
�

et pour p ! � on obtient

i�n $ 
	 ! i�n	� �o��n	s�n	
�js�n	j� �R�

�
� ����	

Dans l�algorithme de Sato �
��� �

i�n $ 
	 ! i�n	� �o�n	 �s�n	� gsignfs�n	g� �
avec

g !
E �je�n	j��
E �je�n	j� ! R��

Notons que la connaissance des statistiques du signal e�n	 est n�ecessaire pour le
fonctionnement de ces algorithmes alors que la m�ethode fond�ee sur le kurtosis
ne requiert que la connaissance du signe du kurtosis de e�n	�

����� Illustration

Pour illustrer les propri�et�es de l�identi�cation aveugle par des syt�emes en
boucle nous pr�esentons les r�esultats obtenus avec un algorithme de Godard en
les comparant �a un algorithme d�ordre ��

Les signaux trait�es sont des s�equences binaires pseudo�al�eatoires �BPSK	�
Nous avons choisi cet exemple car il utilise des signaux tr�es fr�equents dans les
syst�emes de communication� et parce que l�algorithme de Godard est bien
adapt�e �a ces signaux�

La s�equence �emise e�n	 est pr�esent�ee sur la �gure �����A	� Le canal de
transmission est un �ltre passe�bas �a phase non minimale� Le signal re�cu apr�es
�ltrage o�n	 est pr�esent�e �gure �����B	� Nous mettons ensuite en �uvre les
deux algorithmes�

L�algorithme �d�ordre �� minimise la puissance du signal re�cu� Ecrivons
le �ltre MA� de longueur p� identi��e par cet algorithme selon

s�n	 ! i��n	To��n	�

avec o��n	 ! �o�n	� � � � � o�n�p$
		 et i��n	 ! �i��n	� � � � � i��n�p$
		� Cette
�ecriture fait appara��tre directement la contrainte i� ! 
 qui �evite la convergence
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Figure ���� Comparaison de la d�econvolution par l�algorithme de Godard et
par un algorithme d�ordre �� A � signal �emis� B � signal re	cu� C � signal es�
tim�e par l�algorithme de Godard� D � signal estim�e �a l�ordre �� Les cadres du
bas de la �gures repr�esentent la con�guration des z�eros estim�es� �a gauche par
l�algorithme de Godard� �a droite par l�algorithme d�ordre ��

du �ltre MA vers �� La relation de r�ecurrence donnant les coe�cients du �ltre
est

i��n $ 
	 ! i��n	� �s�n	o��n	�

L�algorithme de Godard est implant�e en utilisant la relation ����	� Les r�esultats
sont pr�esent�es sur la �gure ����	� Nous donnons en �C	 le signal reconstruit par
l�algorithme de Godard� en �D	 le signal recontruit par l�algorithme �a l�ordre
�� Nous donnons �egalement un zoom de ces di��erents signaux� zoom e�ectu�e
sur la �n des signaux� apr�es convergence� En�n nous pr�esentons les z�eros du
�ltre inverse identi��e par l�algorithme de Godard et les z�eros du �ltre inverse
identi��e par l�algorithme d�ordre ��

On voit que l�algorithme de Godard� apr�es une p�eriode de convergence�
retrouve le signal �emis�� L�algorithme �a l�ordre � blanchit le signal observ�e mais
ne l�inverse pas comme le montre la �gure D� L�observation des z�eros montre
que l�algorithme de Godard trouve un z�ero �a l�ext�erieur du cercle unit�e� Par

	Dans cet exemple� le signal retrouv�e est multipli�e par �� pour faciliter l�observation�
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contre� l�algorihme d�ordre � place� comme pr�evu� tous les z�eros dans le cercle
unit�e�

On peut s�inqui�eter du fait que les z�eros obtenus par l�algorithme d�ordre
� ne soient pas identiques� ou inverses par rapport au cercle unit�e� de ceux du
�ltre de Godard� Dans ce cas d�esp�ece les deux z�eros sont �presque� inverses
par rapport au cercle unit�e� L�algorithme d�ordre � �voit� donc un z�ero �dou�
ble� qu�il interpr�ete� par suite des erreurs d�estimation� comme deux z�eros
complexes conjugu�es �on passe contin�ument d�un z�ero double �a deux z�eros
complexes conjugu�es	�

��� Identi�cation aveugle en fr�equence

Les m�ethodes de d�econvolution aveugle en fr�equence ont �et�e d�evelopp�ees
�a l�origine par les astronomes pour r�eduire le brouillage atmosph�erique
des images fournies par des t�el�escopes de grandes dimensions �
���� Elles
sont �egalement dues aux th�eoriciens du traitement du signal �
�
� et aux
g�eophysiciens de la prospection sismique �
����

����� Principe

Le �ltre F �a identi�er est excit�e par un bruit e�n	 blanc �a un ordre
sup�erieur �a �� On veut r�ealiser l�identi�cation du �ltre en ne connaissant que
sa sortie o�n	� A l�ordre �� le spectre de la sortie est

S
o ���

��	 ! jH��	j�S
e ���

��	

o�u H��	 est la fonction de transfert du �ltre en fr�equences r�eduites et S
e ���

��	

est la densit�e spectrale de puissance du bruit blanc d�entr�ee� Cette relation nous
montre qu��a l�ordre � on ne peut retrouver� �a un facteur d�amplitude pr�es� que
le module du �ltre F � Pour identi�er le �ltre il faut disposer d�informations
sur sa phase � informations dites a priori� On est ainsi conduit �a faire des
hypoth�eses sur la phase� par exemple que la phase est nulle� minimale� � � �

Pour un signal d�entr�ee blanc �a l�ordre �� le bispectre du signal de sortie
s��ecrit

S
o ���

���� ��	 ! H���	H���	H���� � ��	Se ��� ���� ��	�

S
e ���

���� ��	 �etant le bispectre de l�entr�ee� constant puisque ce signal d�entr�ee

est blanc d�ordre �� La phase "��	 du �ltre F v�eri�e la relation

#���� ��	 ! "���	 $ "���	 $ "���� � ��	� ���
�	

#���� ��	 �etant la phase de S
o ���

���� ��	� Lorsque les signaux sont �a valeurs

r�eelles� la phase du bispectre est impaire et l�on obtient

#���� ��	 ! "���	 $ "���	� "��� $ ��	� ���
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Figure ���� Les valeurs du bispectre utilis�ees pour l�inversion en fr�equence� La
trajectoire indiqu�ee correspond �a l�ordre d�empilement des donn�ees dans un
vecteur pour la m�ethode des moindres carr�es�

Ces relations sont �a la base des techniques mises au point pour retrouver la
phase du �ltre F en utilisant le bispectre�

Ces techniques n�ecessitent que le bispectre de x�n	 soit non nul � on
retrouve l�a le fait que l�on ne peut identi�er ainsi un �ltre excit�e par un bruit
blanc gaussien� Si le signal d�entr�ee n�est pas gaussien il se peut que son bis�
pectre soit nul par suite de la sym�etrie de sa densit�e de probabilit�e� On peut
alors faire appel �a des multispectres d�ordre sup�erieur � trispectre� � �

����� Mise en �uvre

Pour retrouver la phase du �ltre �a partir de la phase du bispectre� il
faut inverser les relations ���
�	 ou ���

	� Nous allons pr�esenter les di��erentes
techniques qui ont �et�e d�evelopp�ees�

Auparavant arr�etons nous sur la question du d�eroulement de la phase�
Dans les relations ���
�	 et ���

	 on additionne trois phases qui sont comprises
entre �� et $�� Le r�esultat est donc compris entre ��� et $��� La mesure
de la phase du bispectre donne la phase �a �� pr�es� Certaines m�ethodes de
reconstruction n�ecessitent que l�on �d�eroule� la phase du bispectre entre��� et
$��� Des techniques de d�eroulement de la phase du bispectre ont �et�e propos�ees
par �
��� et par �
����

Pratiquement l�estimation du bispectre fait appel �a la TFD et l�on ob�
tient la phase du bispectre en fr�equences discr�etes� Les valeurs du bispectre
occupent une grille r�eguli�ere dans le plan des bifr�equences ��gure ����		� On a
vu au chapitre � que par suite des sym�etries du bispectre� il su�t de le calculer
dans le triangle repr�esent�e sur la �gure ����	�

M�ethode r�ecursive lin�eaire La m�ethode de Lohman� Weigelt et Wirnitzer
�
��� fait appel aux valeurs de la phase du bispectre sur la droite m� ! 
� Sur
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cette droite� la relation ���

	 donne

"�m $ 
	 ! "�m	 $ "�
	 �#�m� 
	�

Cette relation de r�ecurrence permet de calculer toutes les valeurs de "�m	 �a
partir de "�
	� La valeur de "��	 est nulle par suite de l�imparit�e de la phase
du �ltre� La valeur de "�
	 correspond �a une variation lin�eaire de la phase en
fonction de la fr�equence qui se traduit par un retard en temps� La phase "�
	
est ind�etermin�ee car on obtient le �ltre �a un retard pr�es�

Cette technique ne n�ecessite pas de d�eroulement de la phase� De plus�
cette m�ethode n�utilise qu�une partie des valeurs mesur�ees de la phase du
bispectre� ceci expliquant sa sensibilit�e au bruit�

Pour obtenir des mesures plus robustes on a d�evelopp�e des techniques
utilisant l�ensemble des valeurs de la phase du bispectre � ce sont la m�ethode
des moindres carr�es �
���� la m�ethode de projection �
��� 
��� et la m�ethode
du retard de groupe �
����

M�ethode des moindres carr�es Dans cette m�ethode �
���� on dispose les
donn�ees �phase du bispectre	 et les inconnues �phase du �ltre	 dans deux
vecteurs� Le vecteur des inconnues est donn�e simplement par la suite des
valeurs de la phase du �ltre en fonction de la fr�equence� Si le signal a N
points en fr�equence�� on construit le vecteur

� ! �"�
	 � � �"�
N

�
� 
		�

Le vecteur des donn�ees est obtenu en balayant la suite des valeurs de la phase
du bispectre contenues dans le triangle principal selon la trajectoire indiqu�ee
sur la �gure ����	� On obtient alors

� !

�
#�
� 
	 � � �#�
� N�� � 
	#��� �	 � � �#�

N

�
�
N

�
	

�
�

Les relations entre les donn�ees et les inconnues sont obtenues en r�e�ecrivant
���

	 en fr�equences dicr�etes� soit

#�k� l	 ! "�k	 $ "�l	� "�k $ l	�

La relation entre � et �� qui s�en d�eduit est

� ! A���

la matrice A �etant form�ee de �� 
 et ��


En g�en�eral N est une puissance de deux par suite de l�utilisation de la FFT �
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Le vecteur des inconnues a N���
 composantes et le vecteur des donn�ees
�N��	� composantes� On r�esoud ce syst�eme lin�eaire surd�etermin�e par les moin�
dres carr�es� Le vecteur solution s��ecrit alors

� !
�
ATA

���
AT��

Cette solution n�ecessite le d�eroulement de la phase du bispectre� Le
r�esultat est nettement plus robuste vis��a�vis des incertitudes dans l�estimation
de la phase du bispectre�

M�ethode de la projection Elle est issue de la propri�et�e de projection�
Elle a� en particulier l�int�er�et de s�appliquer aux multispectres d�ordre quel�
conque�� Elle pr�esente �egalement une bonne robustesse vis��a�vis des incerti�
tudes d�estimation�

La propri�et�e de projection a �et�e �etablie par �
��� 
���� Pour un multi�
spectre d�ordre p consid�erons la phase du bispectre #p�m� l	� m repr�esentant
une multifr�equence� et l �etant le vecteur �a p� 
 composantes des p� 
 autres
multifr�equences� La relation de �ltrage s��ecrit

#p�m� l	 ! "�m	 $
X
i

"�li	� "�m $ l� $ � � �$ lp	�

En sommant cette relation sur toutes les composantes de l on obtient� par suite
des p�eriodicit�es de "�

"�m	 !



Np��
X
l

#p�m� l	� ���
�	

Cette relation permet de calculer la phase du �ltre �a partir de la phase du
multispectre�

Cette m�ethode de calcul donne l�estimation de la phase en moyenne
quadratique �
��� 
���� Cette propri�et�e s�obtient en consid�erant le sous�
ensemble des fonctions discr�etes �a plusieurs variables #p�m� l	 engendr�e par les
fonctions de la forme "�m	 $

P
i "�li	�"�m $ l� � � �$ lP 	� Ce sous�ensemble

est convexe et la relation ���
�	 est une projection sur ce sous�ensemble� On
sait� d�apr�es le th�eor�eme de projection� que cette projection minimise l�erreur
quadratique moyenne�

On a montr�e que la m�ethode de la projection est �equivalente� du point de
vue de la robustesse aux erreurs d�estimation� �a la m�ethode des moindres carr�es
pr�esent�ee plus haut� Ces deux m�ethodes utilisent toutes les mesures issues du
multispectre� L�int�er�et de la m�ethode de la projection est son application aux
multispectres d�ordre sup�erieur� En e�et� on rencontre souvent des signaux
dont le bispectre est nul� par suite de la parit�e de la densit�e de probabilit�e du

�On pourrait aussi �etendre 
a des ordres sup�erieurs 
a � la m�ethode des moindres carr�es�
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bruit blanc d�entr�ee� Dans cette situation on peut estimer la phase du �ltre �a
partir du trispectre�

En�n� comme la m�ethode des moindres carr�es� la m�ethode de la projec�
tion n�ecessite le d�eroulement de la phase�

M�ethode du retard de groupe Dans cette m�ethode� propos�ee par �
����
on reconstruit la phase du signal �a partir du retard de groupe� d�eriv�ee de la
phase du signal par rapport �a la fr�equence�

En appelant "��	 la phase du signal et #���� �	 la phase du bispectre�
on a

#���� �	 ! "���	 $ "��	 �"��� $ �	+

en d�erivant par rapport �a �� on obtient


#���� �	


��
!

"���	


��
� 
"��� $ �	


��
�

donnant pour �� ! �
�g������ �	 ! �g��	� �g��	�

Dans cette relation�

�g��	 ! � 


��

d"��	

d�

est le retard de groupe du signal� et

�g������� ��	 ! � 


��


#���� ��	


��

est issu de la phase du bispectre�
On calcule �g������� ��	 �a partir de la phase du bispectre e���	��	��� Posons

F����� ��	 ! e���	��	��� et soient f����� ��	 la transform�ee de Fourier inverse
de F����� ��	 et F����� ��	 la transform�ee de Fourier de ��f����� ��	� Un calcul
simple donne

� 


��


#


��
!

j

��
F �
�


F�


��
�

c�est��a�dire
�g������� ��	 ! F����� ��	F

�
� ���� ��	�

conduisant au retard de groupe �g��	� �a une constante non signi�cative pr�es�
De ��� 	 ! TF�� ��g��	�� et de �g��	 ! � �

��
d�
d	

on d�eduit

"��	 ! TF

�
j
��� 	

�

�
�

La proc�edure de calcul des d�eriv�ees� en passant dans le domaine dual�
peut sembler lourde� On a montr�e qu�elle est optimale dans le calcul de
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d�eriv�ees de signaux �a bande limit�ee� Pratiquement les traitements sont faits
en fr�equences discr�etes en utilisant la TFD�

Cette m�ethode de construction de la phase du signal a l�avantage
d�utiliser toutes les valeurs de la phase du bispectre et de ne pas n�ecessiter
de d�eroulement de sa phase�

����� Domaines d	application

Ces techniques d�identi�cation aveugle ont �et�e mises en �uvre dans des
situations r�eelles� particuli�erement en prospection sismique �
�
� 
��� et en
astronomie �
����

En propection sismique� un signal bref �emis dans le sous�sol est r�e��echi
par les interfaces entre les di��erentes couches du sous�sol� La mesure des re�
tards associ�es �a chacune des r�e�exions permet de d�eterminer la profondeur
des di��erentes couches� Cette mesure donne des informations utiles pour
l�interpr�etation g�eologique de la structure du sous�sol� Elle est tr�es utilis�ee�
en particulier dans la recherche p�etroli�ere� Le signal �emis n�est g�en�eralement
pas su�samment bref� On cherche donc �a l�inverser pour a�ner la localisation
temporelle des �echos� Des m�ethodes d�ordre � ont �et�e d�evelopp�ees� Elles ne
donnent pas de r�esultats satisfaisants lorsque l�on ne conna��t pas la phase du
signal �emis� Les techniques d�identi�cation aveugle pr�esent�ees plus haut per�
mettent de d�eterminer la phase du signal et de r�ealiser l�inversion du signal
�emis�

En astronomie� les images donn�ees par un t�elescope sont pertub�ees par
les �uctuations al�eatoires de l�atmosph�ere� Si on n��elimine pas ces pertuba�
tions� le pouvoir de r�esolution des grands t�elescopes� au del�a de 
 m�etre� est
limit�e� On a montr�e que l�on peut s�a�ranchir de cette limitation en utilisant
le bispectre� La technique employ�ee consiste �a moyenner des images avec un
temps de pose court �
 ms	� Cette dur�ee de pose courte �g�ele� les perturba�
tions dues �a l�atmosph�ere� On obtient ainsi une suite de r�ealisations de l�image
�al�eatoiris�ee� par les �uctuations de l�atmosph�ere� A l�ordre �� on calcule la
fonction de corr�elation de l�image qui permet de reconstituer son module �
����
A cet ordre la phase de l�objet est perdue� Comme nous l�avons montr�e plus
haut la phase peut �etre reconstitu�ee en calculant le bispectre par une moyenne
�moyenne d�ensemble	 sur les images en pose courte� Diverses solutions �a ce
probl�eme de reconstitution de la phase ont �et�e obtenues en utilisant les tech�
niques pr�esent�ees ci�dessus �
���� Les objets �a reconstituer sont des fonctions
d�ependant de deux variables d�espace� Le bispectre est calcul�e dans le domaine
des fr�equences spatiales obtenues par transformation de Fourier sur les vari�
ables d�espace�
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Dans ces techniques� on mod�elise le �ltre F par un des mod�eles clas�
siques � AR�MA�ARMA et l�on identi�e les coe�cients de ce �ltre� Au pre�
mier abord� on peut penser que seule la partie MA� qui peut �etre �a phase
non minimale en restant stable� pose un probl�eme n�ecessitant l�intervention
des moments d�ordre sup�erieur� Il appara��t cependant int�eressant d�utiliser ces
techniques pour les �ltres AR pour deux raisons �

� le signal peut �etre entach�e d�un bruit gaussien inconnu qui perturbe
l�estimation par les moments d�ordre � mais n�in�uence pas les estima�
teurs d�ordre sup�erieur���

� on peut parfois rencontrer des �ltres AR ayant des p�oles ext�erieurs au
cercle unit�e� Ces �ltres sont instables s�ils sont causaux� Ils sont stables
s�ils sont anticausaux� On obtient simplement ces �ltres en �remontant�
le temps�

Nous proposons de d�enommer les �ltres combinant deux �ltres AR�� causaux
et anticausaux des �ltres BIAR � �� Les �ltres BIAR � � ont deux p�oles �a
l�int�erieur du cercle de rayon 
 et deux p�oles �a l�ext�erieur du cercle de rayon 
�
Ils ne peuvent pas �etre identi��es par des statistiques d�ordre �� Les statistiques
d�ordre sup�erieur permettent d�identi�er ces �ltres BIAR�

De nombreuses techniques d�identi�cation param�etrique ont �et�e
d�evelopp�ees �a l�ordre � �
�
� 
���� En introduisant les statistiques d�ordre
sup�erieur� on augmente consid�erablement la collection de m�ethodes possibles�
Nous allons pr�esenter un panorama de ces m�ethodes qui ne peut pr�etendre
�etre exhaustif par suite du nombre important de possibilit�es� et du fait que
ce domaine reste un secteur actif de recherche qui n�a sans doute pas encore
livr�e tous ses secrets� Nous essayerons de nous concentrer sur les principes
pr�esidant �a l��elaboration des principales m�ethodes� Nous distinguerons le cas
des �ltres AR� des �ltres MA et des �ltres ARMA� Auparavant� nous donnons
des d�e�nitions et des relations utiles pour la suite�

����� Introduction

Lignes de multicorr�elation
Spectres associ�es Quand on utilise les mul�
ticorr�elations on obtient des fonctions d�ependant de plusieurs variables � deux
pour la bicorr�elation C

x ���
�n�m	� trois pour la tricorr�elation C

x ���
�n�m� l	�

En g�en�eral� l�ensemble de ces valeurs donne trop d�informations� On se lim�
itera �a certaines parties de l�espace des retards� ne d�ependant que d�un seul

��Il faut �etre cependant conscient du fait que la pr�esence d�un bruit gaussien disperse les
estimateurs des statistiques d�ordre sup�erieur 
a ��
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param�etre � on appelle ces parties de la multicorr�elation des lignes de multi�
corr�elation� Giannakis et Mendel ont montr�e l�int�er�et particulier des diagonales
�
�� 
���� Pour la multicorr�elation d�ordre r du signal x�n	� la diagonale est

C
d

x �r�
�k	 ! C

x �r�
�k� � � � � k	�

On peut associer aux diagonales des multicorr�elations des spectres en Z ou en
fr�equences r�eduites qui ne d�ependent que d�une variable fr�equentielle� Nous les
appellerons spectres diagonaux� Le spectre diagonal en Z d�ordre r de x�n	 est

S
d

x �r�
�z	 !

X
k

C
d

x �r�
�k	z�k�

En transform�ee en fr�equences r�eduites� les spectres diagonaux sont
obtenus en sommant les valeurs du multispectre sur un hyperplan dans l�espace
des multifr�equences� La relation

C
d

x �r�
�k	 !

Z
� � �

Z
S
x �r�

��	e

���

r��X
i��

�ik

d��

peut se r�e�ecrire� apr�es le changement de variables � !
Pr��

i�� �i

C
d

x �r�
�k	 !

Z �Z
� � �

Z
S
x �r�

���
r��X
i��

�i� ��� � � � � �r��	d�� � � � d�r��

�
e����kd��

qui conduit �a

S
d

x �r�
��	 !

Z
� � �

Z
S
x �r�

�� �
r��X
i��

�i� ��� � � � � �r��	d�� � � � d�r���

Cette relation nous montre que le spectre diagonal d�ordre r est obtenu en
sommant le multispectre d�ordre r sur l�hyperplan

P
�i ! �� Cet hyperplan

contient les fr�equences qui interagissent dans une transformation non lin�eaire
d�ordre r� On peut interpr�eter le spectre diagonal d�ordre r comme un r�esum�e
des propri�et�es d�ordre r du signal� � �

On utilise �egalement des lignes de multicorr�elation obtenues en �xant
toutes les valeurs des retards sauf une� La ligne de C

x �r�
�k�� k�� � � � � kr��	

obtenue en �xant �����
k� ! l�
���

���
kr�� ! lr��

�

sera not�ee
C
l

x �r�
�k	 ! C

x �r�
�k� l�� � � � � lr��	�
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��

et on lui associera un spectre de ligne d�ordre r d�e�ni par

S
l

x �r�
�z	 ! TZ�C

l

x �r�
�k	��

Le vecteur l contient les positions de la ligne de multicorr�elation� On pourrait
d�e�nir r corr�elations de lignes �a l�aide d�un seul vecteur l� en coupant suivant
di��erentes variables� Mais �etant donn�ees les sym�etries des multicorr�elations de
signaux �a valeurs r�eelles� ces r corr�elations de ligne sont �egales� Nous convenons
donc de toujours couper selon la premi�ere variable de la multicorr�elation�

Des relations utiles Soit h�k	 la r�eponse impulsionnelle d�un �ltre que
nous cherchons �a identi�er� l�entr�ee x�n	 est un bruit blanc� au moins jusqu��a
un certain ordre� la sortie est y�n	 et s��ecrit

y�n	 !
X
i

h�n� i	x�i	�

La diagonale de la multicorr�elation d�ordre r de y�n	 est

C
d

y �r�
�k	 ! Cum�y�n	� y�n$ k	� � � � � y�n $ k	
 �z �

r�� fois

� ! C
x �r�

X
n

h�n	hr���n $ k	�

C
x �r�

�etant la valeur de la multicorr�elation d�ordre r de x�n	 �a l�origine� qui

est la seule valeur non nulle de cette multicorr�elation� en supposant x�n	 blanc
d�ordre sup�erieur ou �egal �a r� Le spectre diagonal d�ordre r de y�n	 est alors

S
d

y �r�
�z	 ! C

x �r�

X
k

X
n

h�n	hr���n $ k	z�k�

Soit H�z	 la transform�ee en Z de la r�eponse impulsionnelle h�n	 du �ltre�
Introduisons

Hd
r���z	 ! TZ

�
hr���p	

�
�

Le spectre diagonal d�ordre r de y�n	 devient

S
d

y �r�
�z	 ! C

x �r�
H��




z�
	Hd

r���z	� ���
�	

En particulier� le spectre de y�n	 est �

S
y ���

�z	 ! C
x ���

H��



z�
	H�z	�

En isolant dans ces deux derni�eres relations le terme H��
�z�	� on d�eduit la
relation� utile pour l�identi�cation des �ltres MA

Hd
r���z	S

y ���
�z	 !

C
x ���

C
x �r�

H�z	S
d

y �r�
�z	� ���
�	




�� Signaux et syst�emes

Les spectres de lignes v�eri�ent une relation analogue

H l
r���z

��	S
y ���

�z	 !
C
x ���

C
x �r�

H��



z�
	S

l

y �r�
�z	� ���
�	

avec H l
r���z	 ! TZ�h�n	h�n$ l�	 � � � h�n $ lr��	��

Lorsque le �ltre �etudi�e est un �ltre AR causal� appelons A�z	 la trans�
form�ee en Z de la suite de ses coe�cients a�k	

A�z	 !

pX
k��

a�k	z�k�

La fonction de transfert en Z� H�z	� et le spectre sont reli�es �a A�z	 par

H�z	 !



A�z	
�

et

S
y ���

�z	 !
C
x ���

A�z	A�� �
z�

	
�

d�o�u l�on d�eduit en reportant dans la relation ���
�	 que

A�z	S
l

y �r�
�z	 ! C

x �r�
H l
r���z

��	�

Par transform�ee en Z inverse� cette relation devient

pX
n��

a�n	C
l

y �r�
�k � n	 ! C

x �r�
h��k	h��k $ l�	 � � � h��k $ lr��	�

Pour un �ltre causal la r�eponse impulsionnelle est nulle pour k � �� On
en d�eduit

pX
n��

a�n	C
l

y �r�
�k � n	 ! � pour k � �� ���
�	

Ces relations g�en�eralisent les relations de Yule�Walker aux ordres sup�erieurs�

����� Identi�cation d	un �ltre MA

Seuls les �ltres MA ayant tous leurs z�eros dans le cercle de rayon 
 ��ltres
�a phase minimale	 sont identi�ables �a l�ordre �� Dans le cas g�en�eral� on doit
faire appel �a des statistiques d�ordre sup�erieur� La relation entre l�entr�ee x�n	
et la sortie y�n	 d�un �ltre MA d�ordre q est

y�n	 !

qX
i��

b�i	x�n� i	� ���
�	



��	� Identi
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��

On normalise le �ltre par b��	 ! 
�
La premi�ere technique prouvant l�identi�abilit�e des �ltres MA par les

statistiques d�ordre sup�erieur est l�algorithme C�q� k	� On a �egalement pro�
pos�e des m�ethodes alg�ebriques� des m�ethodes cepstrales� et des m�ethodes
d�optimisation�

La formule C�q� k	 Giannakis �
�� a donn�e des formules explicites mon�
trant la faisabilit�e de l�identi�cation aveugle d�un �ltre MA� Prenons le cas de
l�identi�cation par la bicorr�elation C

y ���
�n�m	� On a

C
y ���

�n�m	 ! C
x ���

qX
i��

b�i	b�i$ n	b�i$ m	�

avec b�k	 ! � si k 	 � ou k � q� En faisant n ! q� soit i ! � pour le seul
terme restant� et en tenant compte de la normalisation de b��	� on obtient

C
y ���

�q� k	 ! C
x ���

b�q	b�k	 pour k � q�

avec en particulier C
y ���

�q� �	 ! C
x ���

b�q	� On d�eduit alors la formule dite de

C�q� k	

b�k	 !
C
y ���

�q� k	

C
y ���

�q� �	
�

donnant une expression explicite des coe�cients du �ltre MA �a partir de la
bicorr�elation�

Ce r�esultat est int�eressant sur le plan th�eorique car il �etablit
l�identi�abilit�e �aveugle� d�un �ltre MA�

On peut �etendre cette relation �a des ordres sup�erieurs �a �� En particulier�
on obtient �a l�ordre �

b�k	 !
C
y ���

�q� q� k	

C
y ���

�q� q� �	
�

C
y ���

�i� j� k	 �etant la tricorr�elation�

En pratique ces expressions donnant les coe�cients du �ltre MA sont
peu stables par suite des erreurs statistiques intervenant dans l�estimation
des multicorr�elations� Pour am�eliorer la stabilit�e statistique� P� Comon ����
propose d�utiliser un ensemble de valeurs de la multicorr�elation� Il d�etermine
les coe�cients du �ltre MA en r�esolvant le syst�eme surd�etermin�e �

b�k	C
y ���

�l�m� q	� b�l	C
y ���

�k�m� q	 ! � pour � � k � l � q et � � m 	 q�

On a mis �egalement au point des algorithmes faisant appel �a des m�ethodes
d�alg�ebre lin�eaire qui pr�esentent une meilleure stabilit�e statistique�




�� Signaux et syst�emes

Les m�ethodes alg�ebriques Elles sont pr�esent�ees dans �
�� 
��� 
��� �����
La relation ���
�	

Hd
r���z	S

y ���
�z	 !

C
x ���

C
x �r�

H�z	S
d

y �r�
�z	�

appliqu�ee �a la bicorr�elation� donne

Hd
� �z	S

y ���
�z	 !

C
x ���

C
x ���

H�z	S
d

y ���
�z	� ���

	

avec Hd
� �z	 ! H�z	 � H�z	 ! TZ �h��n	�� La r�eponse impulsionnelle h�n	 est

donn�ee par les coe�cients du �ltre� soit

h�n	 ! b�n	 pour n � q
h�n	 ! � pour n � q�

Comme
S
d

y ���
�z	 ! TZ

h
C
d

y ���
�k	

i
! TZ

h
C
y ���

�k� k	
i
�

par transform�ee en Z inverse de ���

	 on obtient� avec b��	 ! 


C
y ���

�k	 $

qX
n��

b��n	C
y ���

�k� n	 !
C
x ���

C
x ���

�
C
d

y ���
�k	 $

qX
n��

b�n	C
d

y ���
�k � n	

�
�

���
�	
En concat�enant ces relations pour k ! �q� � � � � �� � � � � �q on peut construire le
syst�eme lin�eaire

C � b ! r�

Dans cette relation�

� C est une matrice construite avec les valeurs de C
y ���

�n	 et C
d

y ���
�n	 !

C
y ���

�n� n	�

� bT ! ��b�
	� � � � � �b�q	� b��
	� ���� b��q		 avec � ! C
x ���

�C
x ���

�

� rT ! ��C
d

y ���
��q	� C

y ���
��q	� � � � � �Cd

y ���
��q	�C

y ���
��q		�

On d�eduit le vecteur b par inversion selon la m�ethode des moindres carr�es�
Cette m�ethode est loin d��etre optimale� Elle est m�eme assez surprenante
puisqu�elle calcule ind�ependamment les b�k	 et les b��k	�

Zheng et ses co�auteurs ����� proposent des m�ethodes alg�ebriques� plus
orthodoxes� fond�ees sur un jeu de relations lin�eaires� Le �ltre direct est

y�n	 !

qX
i��

b�i	x�n� i	� �����	
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Le �ltre inverse cherch�e est un �ltre MA repr�esent�e par �

x�n	 !
r�X
i�r�

c�i	y�n� i	� ����
	

avec r� 	 � et r� � �� On normalise c�i	 en posant c��	 ! 
� La partie �a phase
minimale est repr�esent�ee par la partie causale du �ltre �i � �	 et la partie �a
phase maximale par la partie anti�causale �i 	 �	� Les modules des coe�cients
aux retards non nuls sont inf�erieurs �a 
�

Les m�ethodes alg�ebriques sont fond�ees sur les relations suivantes entre
les coe�cients du �ltre inverse et les �el�ements du bispectre ou du trispectre du
signal observ�e ������




C
x ���

r�X
j�r�

c�j	C
y ���

�i $ j	 ! b�i	 si � � i � q

! � sinon

�����	

et �����



C
x ���

r�X
j�r�

c�j	C
d

y ���
�i$ j	 ! b��i	 si � � i � q

! � sinon

� �����	

Ces relations s�obtiennent en calculant de deux fa�cons� �a partir des relations
�����	 et ����
	 les cumulants Cum�x�k	� y�k$i	� et Cum�x�k	� y��k$i	�� Deux
sch�emas sont alors propos�es �

� le premier utilise seulement les �equations issues des relations �����	 et
�����	 dont les seconds membres sont nuls� Parmi les ��r� � r� $ q	
�equations non triviales possibles� on retient les ��r� � r� � q	 relations
issues de �����	 et �����	 avec

i ! �q � r�� � � � ��
� q $ 
� � � � � q � r��

En tenant compte de la normalisation de c��	 on obtient un syst�eme
lin�eaire surd�etermin�e

A � c ! b�

la matrice A et les vecteurs c et b sont construits �a partir des relations
�����	 et �����	�

� le second sch�ema utilise l�ensemble des �equations �����	 et �����	 en
�eliminant les termes quadratiques de l��equation �����	 gr�ace �a la rela�
tion ���
�	 qui s��ecrit� avec b��	 ! 
�

C
x ���

qX
i��

C
y ���

�n� i	b��i	 ! C
x ���

qX
i��

C
d

y ���
�n� i	b�i	� �����	




�
 Signaux et syst�emes

En reportant �����	 et �����	 dans �����	 on obtient��

r�X
j�r� �j ���

f�k� j	c�j	 ! g�k	� k � ��q� �q��

avec

f�k� j	 !

qX
i��

�C
y ���

�k � i	C
d

y ���
�i $ j	� C

d

y ���
�k � i	C

y ���
�i $ j	�

et

g�k	 !

qX
i��

�C
y ���

�i	C
d

y ���
�k � i	�C

d

y ���
�i	C

y ���
�k � i	��

En retenant les relations

r�X
j�r��j ���

c�j	C
y ���

�k $ j	 ! �C
x ���

�k	 k � ��r���
� � �q � r�� q $ 
�

et
r�X

j�r��j ���
f�k� j	c�j	 ! g�k	� k � ��� q��

on obtient un syst�eme lin�eaire surd�etermin�e qui donne les coe�cients du
�ltre inverse�

Lorsque le signal �etudi�e a une bicorr�elation nulle on ne peut pas appliquer
ces m�ethodes d�identi�cation� On peut alors utiliser la tricorr�elation� Les tech�
niques d�ecrites ci�dessus s��etendent facilement au quatri�eme ordre �a partir de
la relation ������




C
x ���

r�X
j�r�

c�j	C
d

y ���
�i$ j	 ! b��i	 si � � i � q

! � sinon

�����	

et de la relation ���
�	 �a l�ordre ��

Les m�ethodes d�optimisation Le principe de ces m�ethodes est le suivant�
Lorsque l�on cherche un �ltre� on peut obtenir une solution par les m�ethodes
d�ordre � + cette solution n�a pas dans tous les cas la bonne loi de phase�
L�ind�etermination vient du fait que les z�eros du �ltre MA identi��e peuvent
occuper deux positions inverses par rapport au cercle de rayon 
� Les m�ethodes
�a l�ordre � sont insensibles au remplacement d�un z�ero par son inverse par
rapport au cercle de rayon 
� Ayant obtenu� par une m�ethode d�ordre �� M

��Rappelons que c��	 � ��
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z�eros �a l�int�erieur du cercle unit�e on choisit� parmi les �M solutions possibles� le
�ltre qui maximise une fonction objectif d�e�nie �a partir des statistiques d�ordre
sup�erieur� Cette m�ethode de recherche exhaustive peut �etre lourde si le nombre
des z�eros est important� Les di��erentes solutions propos�ees d�ependent du choix
de la fonction objectif�

Lii et Rosenblatt �
�
� minimisent la norme quadratique de l��ecart entre
les trispectres des sorties des di��erents �ltres et le trispectre estim�e du signal
observ�e X

l

X
m

X
n

h
C
y ���

�l�m� njbb�i		� bC
y ���

�l�m� n	
i�
�

Le crit�ere utilis�e par Lii et Rosenblatt� qui fait appel �a l�ensemble des valeurs
du trispectre est fortement redondant� On a vu au paragraphe ����� qu�il su�t
de maximiser le kurtosis pour s�electionner le �ltre optimal� Chi et Kung ����
ont propos�e de maximiser le module du trispectre �a l�origine� Dans la m�eme
ligne� en s�appuyant sur les r�esultats de Shalvi et Weinstein �

��� M�Boumahdi
a propos�e de maximiser le kurtosis de la sortie �����

Ces m�ethodes d�optimisation ont le grand int�er�et d�utiliser au maximum
les possibilit�es des statistiques d�ordre �� On peut penser qu�elles conduisent
ainsi �a une meilleure stabilit�e statistique� La pr�esence d�un bruit gaussien im�
portant donne� par contre� un solide argument pour utiliser exclusivement les
statistiques d�ordre sup�erieur �a ��

Kammeyer et Jelonnek �
�
� 

�� proposent de lever l�ambigu'�t�e sur la
position des z�eros en utilisant simultan�ement le spectre en Z� issue d�une tech�
nique d�ordre �� et une transform�ee en Z de la diagonale de la tricorr�elation�
Appelons H�z	 la fonction de transfert en Z cherch�ee� Le spectre est

S
y ���

�z	 ! C
x ���

H�z	H��



z�
	� �����	

Soit C
d

y ���
�k	 ! C

y ���
�k� k� k	 la diagonale de la tricorr�elation et S

d

y ���
�z	 !

TZ
h
�C

d

y ���
�k	

i
le spectre diagonal� La relation ���
�� page 
��	 s��ecrit ici

S
d

y ���
�z	 ! C

x ���
H��




z�
	Hd

� �z	� �����	

avec Hd
� �z	 ! TZ �h��n	�� Les z�eros non communs �a �����	 et �����	 donnent

les z�eros de H�z	� � �

Les m�ethodes cepstrales� Les multicepstres g�en�eralisent le cepstre d�e�ni
�a l�ordre � �
��� 
���� Pour simpli�er les notations nous allons pr�esenter le cas
de l�ordre � mais il est facile de g�en�eraliser ces r�esultats� Soit S

y ���
�z�� z�	 le

bispectre en Z de y�n	

S
y ���

�z�� z�	 ! TZ
h
C
y ���

�k�� k�	
i

!

��X
k����

��X
k����

C
y ���

�k�� k�	z
�k�
� z�k�� �




�� Signaux et syst�emes

Le bicepstre D
y ���

�l�� l�	 de y�n	 est la transform�ee en Z inverse du logarithme

du bispectre

D
y ���

�l�� l�	 ! TZ��
h
log

�
S
y ���

�z�� z�

�i
�

Soit h�k	 la r�eponse impulsionnelle du �ltre que nous cherchons �a identi�er�
Le logarithme du bispectre du signal de sortie est

log
�
S
y ���

�z�� z�	
�

! log
h
C
x ���

i
$ log �H�z�	� $ log �H�z�	� $ log

�
H�z��� z���

�
�

donnant� par transform�ee en Z inverse� le bicepstre de y�n	

D
y ���

�l�� l�	 ! log�C
x ���

���l�	��l�	 $ Dh�l�	��l�	

$ Dh�l�	��l�	 $ Dh��l�	��l� � l�	�

o�u Dh�l	 est le cepstre de la r�eponse impulsionnelle cherch�ee� On voit que
le bicepstre est localis�e sur les axes et sur la bissectrice� et qu�il donne une
mesure du bicepstre Dh�l	 ! TZ���logH�z	� de la r�eponse impulsionnelle� On
d�eduit de l�a le module et la phase de la fonction de transfert H�z	� ce qui
permet d�identi�er le �ltre� Dans la d�etermination de la phase de la fonction
de transfert� on doit veiller �a r�etablir la continuit�e de cette phase qui est connue
�a �� pr�es �d�eroulement de la phase	�

����� Identi�cation d	un �ltre AR

Pour un �ltre AR stable et causal� tous les p�oles sont situ�es �a l�int�erieur
du cercle de rayon 
� le �ltre est �a phase minimale et son identi�cation peut
�etre faite par les formules de Yule�Walker �
���� Cette proc�edure peut �etre
�etendue aux ordres sup�erieurs� La relation entre la sortie y�n	 et l�entr�ee x�n	
du �ltre AR est

pX
k��

a�k	y�n� k	 ! x�n	 a��	 ! 
�

La relation ���
�	 appliqu�ee �a la corr�elation donne les �equations de Yule�
Walker

pX
k��

a�n	C
y ���

�k � n	 ! � pour k � ��

On obtient des relations analogues avec les lignes de multicorr�elation�
Pour les lignes de la bicorr�elation� d�e�nies en ����


pX
k��

a�n	C
l

y ���
�k � n	 ! � pour k � � �l��
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En concat�enant p $ M �equations pour di��erentes valeurs de k on obtient une
relation matricielle� exactement comme dans les m�ethodes �a l�ordre �

C � a ! ��

o�u a est le vecteur des coe�cients du �ltre AR� et C la matrice p $ M � p $
M form�ee des lignes de la multicorr�elation pour les di��erentes valeurs de k�
Cette proc�edure se g�en�eralise facilement �a un ordre quelconque� Une question
importante� r�esolue dans �
���� est de savoir combien il faut prendre d��equations
pour que la matrice C soit de rang sup�erieur ou �egal �a p� et s�il est pr�ef�erable
de choisir certaines lignes particuli�eres �en �xant l�	�

Pour un �ltre AR causal on peut g�en�eraliser les m�ethodes d�evelopp�ees
au second ordre� Dans ce cas� l�int�er�et des proc�edures d�ordre sup�erieur est
qu�elles permettent th�eoriquement d��eliminer un bruit gaussien blanc ou non
blanc� Ceci r�esulte de la propri�et�e d�additivit�e des cumulants et de la nullit�e
des cumulants d�ordre sup�erieur pour un signal gaussien� Il faut quand m�eme
souligner que les valeurs des lignes de la multicorr�elation utilis�ees pour cons�
truire la matrice sont estim�ees� Les lignes estim�ees seront a�ect�ees par le bruit
gaussien et �egalement par des erreurs d�estimation des cumulants du signal� La
pr�ecision des estimateurs de a� que l�on appelle souvent stabilit�e statistique�
d�epend de ces erreurs d�estimation� Il existe encore peu de r�esultats th�eoriques
sur ce sujet� Des simulations ont cependant montr�e que� dans le cas bruit�e
en particulier� l�estimateur utilisant les corr�elations d�ordre sup�erieur �a � peut
�etre plus pr�ecis que l�estimateur classique d�ordre ��

Les p�oles des �ltres AR peuvent �etre ext�erieurs au cercle unit�e� Ces �ltres
conservent la propri�et�e de stabilit�e s�ils sont anti�causaux � �ltres BIAR� Le
probl�eme du choix des p�oles se pose donc �egalement pour les �ltres AR� Une
m�ethode d�optimisation a �et�e propos�ee par M� Boumahdi ����� La m�ethode de
Yule�Walker �a l�ordre � place tous les p�oles �a l�int�erieur du cercle de rayon 
 �En
e�et la fonction de corr�elation est insensible au remplacement d�un p�ole par
son inverse par rapport au cercle de rayon 
	� On choisit ensuite la localisation
des p�oles par optimisation�

����� Identi�cation d	un �ltre ARMA

Deux types de �ltres ARMA doivent �etre consid�er�es �

� les �ltres ARMA sans �ltre de phase�

� les �ltres ARMA avec �ltre de phase�

Nous appelons �ltre de phase un �ltre d�ephaseur pur� Le gain complexe en
Z d�un �ltre de phase a un p�ole et un z�ero inverses par rapport au cercle de
rayon 
� Les m�ethodes d�ordre � sont totalement insensibles �a la pr�esence de ces
termes dans le gain complexe d�un �ltre ARMA� Deux familles de techniques
d�identi�cation des �ltres ARMA ont �et�e d�evelopp�ees ��
��
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� l�identi�cation directe dans laquelle on consid�ere le �ltre ARMA comme
un �ltre AR en s�erie avec un �ltre MA et l�on identi�e successivement
la partie AR et la partie MA � m�ethode AR�MA

� la repr�esentation du �ltre ARMA par un �ltre �a phase minimale en s�erie
avec un �ltre de phase + on identi�e successivement le �ltre �a phase
minimale et le �ltre de phase � m�ethode MP � FP �

En�n nous distinguerons deux situations �

� dans le premier cas nous supposerons la partie AR causale� Tous les p�oles
sont alors �a l�int�erieur du cercle de rayon 
� la partie MA pouvant �etre�
ou non� �a phase minimale�

� dans le second cas la partie AR pourra �etre non causale � il pourra donc
y avoir des p�oles ext�erieurs au cercle de rayon 
�

Lorsque le �ltre ARMA est stable et causal les p�oles du �ltre AR sont �a
l�int�erieur du cercle de rayon 
�

Dans la m�ethode AR�MA on identi�e la partie AR par les �equations de
Yule�Walker modi��ees��� S�il n�y a pas de �ltre de phase dans le �ltre ARMA
identi��e� on peut utiliser les �equations de Yule�Walker d�ordre �� S�il y a des
�ltres de phase dans le �ltre ARMA identi��e� on doit utiliser les �equations de
Yule�Walker modi��ees d�ordre sup�erieur �a �� Le signal est ensuite �ltr�e par le
�ltre MA� inverse du �ltre AR identi��e� Le signal obtenu a un mod�ele MA
auquel on applique une des techniques d�identi�cation des �ltres MA d�ecrites
plus haut� Le �ltre MA ainsi identi��e peut��etre� ou non� �a phase minimale�

Dans la m�ethode MP � FP le �ltre ARMA spectralement �equivalent�
�a phase minimale� est identi��e par une des m�ethodes classiques �a l�ordre ��
On doit ensuite identi�er le �ltre de phase dont les p�oles sont �a l�int�erieur du
cercle unit�e et dont les z�eros sont inverses des p�oles par rapport au cercle de
rayon 
� Giannakis et Mendel �
�� identi�ent la partie AR du �ltre de phase
par les �equations de Yule�Walker modi��ees d�ordre sup�erieur �a �� Les z�eros
se d�eduisent des p�oles par inversion par rapport au cercle de rayon 
� On a
�egalement propos�e des m�ethodes d�optimisation� Ayant obtenu le �ltre �a phase
minimale spectralement �equivalent on applique au signal les di��erents �ltres
possibles obtenus en rempla�cant les z�eros par leur inverse par rapport au cercle
de rayon 
� On maximise ensuite une fonction objectif � valeur absolue de la
bicorr�elation �a l�origine ����� valeur absolue du kurtosis �����

La partie AR peut �etre anti�causale �p�oles ext�erieurs au cercle de rayon

	� Cette situation n�a pas �et�e tr�es �etudi�ee� La m�ethode MP�FP peut��etre
appliqu�ee� On identi�e tout d�abord le �ltre stable� causal et �a phase minimale

��Dans cette m�ethode on utilise les �equations de Yule�Walker 
a partir d�un retard sup�erieur

a l�ordre de la partie MA�
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spectralement �equivalent par une des m�ethodes connues �a l�ordre �� On cherche
ensuite la localisation� �a l�int�erieur ou �a l�ext�erieur du cercle de rayon 
� de
chaque z�ero et de chaque p�ole� en maximisant une fonction objectif�

����� Conclusion

En �etendant l�arsenal des m�ethodes d�evelopp�ees �a l�ordre �� de nouveaux
algorithmes d�identi�cation ont �et�e propos�es� Le progr�es essentiel concerne les
�ltres qui ne sont pas �a phase minimale ou qui sont anti�causaux� Dans ce cas�
il n�y a pas de solution �a l�ordre � et les ordres sup�erieurs sont absolument
n�ecessaires pour identi�er le �ltre sans faire d�hypoth�ese sur sa phase� L�art de
l�identi�cation des syst�emes lin�eaires et stationnaires par les moments d�ordre
sup�erieur est dans l�enfance� et de nombreuses questions se posent encore�
comme par exemple le choix des lignes de multicorr�elation� l�identi�abilit�e des
�ltres AR� la stabilit�e statistique des estimations� � �

La recherche active et productive sur les m�ethodes d�ordre � a dur�e envi�
ron �� ans � nous avons donc encore du travail �a faire sur les ordres sup�erieurs�

Avant de conclure ce chapitre revenons sur les m�ethodes d�estimation
des multispectres qui se d�eduisent des techniques d�identi�cation pr�esent�ees
ci�dessus�

��
 Mod�elisation et estimation

A l�ordre � de nombreuses m�ethodes d�estimation du spectre ont �et�e
construites �a partir de la mod�elisation syst�emique des signaux� Nous allons
�etendre ici ces techniques aux multispectres� Nous verrons que� comme �a l�ordre
�� il existe des techniques particuli�eres pour les signaux harmoniques�

����� Mod�elisation syst�emique

Les techniques d�identi�cation d�evelopp�ees ci�dessus repr�esentent un si�
gnal par la sortie d�un �ltre lin�eaire� AR�MA ou ARMA excit�e par un signal
d�entr�ee �simple� � bruit blanc jusqu��a l�ordre consid�er�e� Comme dans le cas
de l�analyse spectrale� �a l�ordre �� cette mod�elisation permet d�estimer les mul�
tispectres en utilisant la relation de �ltrage donnant le multispectre de sortie
en fonction du multispectre de l�entr�ee et de la fonction de transfert du �ltre�
En prenant l�exemple du bispectre nous partons de

S
y ���

���� ��	 ! S
x ���

H���	H���	H
���� $ ��	�

S
x ���

est le bispectre� constant� de l�entr�ee blanche x�n	�
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La fonction de transfert est� dans le cas ARMA�p� q	 �

H��	 !

Pq
� b�l	e

����l�


 $
Pp

� a�k	e����k�
�

Cette m�ethode d�estimation conduit �a des estimateurs dont on peut penser
qu�ils permettront� comme cela est le cas dans l�analyse spectrale� de don�
ner des estimateurs plus stables et plus r�esolvants� Le d�eveloppement et la
caract�erisation de ces techniques est un des axes de recherche ouverts aux
statistiques d�ordre sup�erieur�

����� Signaux harmoniques

On sait qu��a l�ordre �� les m�ethodes de mod�elisation sont mal adapt�ees
aux signaux form�es de sommes de fr�equences pures � signaux harmoniques�
Dans cette situation� des m�ethodes sp�eci�ques ont �et�e d�evelopp�ees �
��� �
m�ethode de PISARENKO� MUSIC� � � Nous allons voir que ces techniques
peuvent �etre �etendues aux ordres sup�erieurs� Ces techniques sont �egalement
d�evelopp�ees en traitement d�antenne � nous en reparlerons au chapitre ��

Les signaux harmoniques sont d�e�nis par J� Mendel �
��� comme les
signaux pouvant s��ecrire selon le mod�ele

y�n	 !

pX
i��

a�i	s�n+�i	�

Les a�i	 sont des variables al�eatoires et les s�n+�i	 des signaux certains� Ces
signaux d�ependent d�un nombre �ni p de variables al�eatoires� contrairement
aux signaux engendr�es par �ltrage d�un bruit blanc� Les signaux consid�er�es
jusqu��a maintenant �etaient des signaux al�eatoires �non totalement pr�edicibles	
alors que les signaux harmoniques sont des signaux d�eterministes �totalement
pr�edicibles	�

Les sommes de fr�equences pures� en repr�esentation complexe� sont de ce
type

y�n	 !

pX
i��

��i	e����in���i �

o�u ��i	 est en g�en�eral une variable certaine� Les variables al�eatoires �i sont
ind�ependantes� Lorsque la densit�e des �i est constante sur ��� ��� les variables
al�eatoires complexes ��i	e��i sont circulaires� La propri�et�e de circularit�e en�
tra��ne que tous les cumulants ne comportant pas un nombre �egal de termes
non complexes conjugu�es et de termes complexes conjugu�es sont nuls� Dans le
cas pr�esent on peut v�eri�er cette propri�et�e directement� Les cumulants d�ordre
�� et donc aussi la bicorr�elation� sont nuls� La tricorr�elation non nulle de ces
signaux est

C
y

���

���
�m��m��m�	 ! Cum �y�n	� y�n$ m�	� y

��n �m�	� y
��n�m�	� �
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soit

C
y

���

���
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i��
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Pour des signaux �a valeurs r�eelles� la repr�esentation des signaux est

y�n	 !

pX
i��

��i	 cos����in $ �i	�

et l�on obtient
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i��

���i	 fcos ����i�m� �m� �m�	�

$ cos ����i�m� �m� �m�	�
$ cos ����i�m� �m� �m�	�g �

Dans le cas complexe� les informations sur les fr�equences pr�esentes sont
contenues dans la ligne du trispectre d�e�nie par m ! m� ! m� ! �m�� On
obtient alors
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Dans le cas r�eel� la diagonale du trispectre s��ecrit

C
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Les m�ethodes de super�r�esolution appliqu�ees �a l�ordre � sont fond�ees sur
la corr�elation des signaux sommes de fr�equences pures qui s��ecrivent� dans le
cas de signaux �a valeurs complexes
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i��
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et dans le cas de signaux �a valeurs r�eelles

C
y ���

�m	 !
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pX
i��

���i	 cos����im	�

L�analogie entre la forme de la corr�elation et de la diagonale �ou de la
ligne dans le cas complexe	 de la tricorr�elation montre que toutes les m�ethodes
d�evelopp�ees �a l�ordre � s�appliquent �a l�ordre �� Le fait d�utiliser la tricorr�elation
permet d��eliminer un bruit additif gaussien �au moins en th�eorie	�




�� Signaux et syst�emes

��� Conclusion

L�utilisation des statistiques d�ordre sup�erieur permet de conduire une
analyse plus �ne des signaux� Les techniques d�evelopp�ees �a l�ordre � peu�
vent� comme nous l�avons vu� se transposer dans une grande mesure �a des
ordres sup�erieurs� Le grand succ�es des techniques utilisant des statistiques
d�ordre sup�erieur est d�u au fait qu�elles permettent de r�esoudre le probl�eme
de l�identi�cation aveugle� On peut �egalement penser qu�elles permettront de
r�ealiser une extraction plus e�cace des signaux pollu�es par un bruit gaussien�
En�n de nombreuses questions restent ouvertes� Le choix des lignes de mul�
ticorr�elation les mieux adapt�ees et la stabilit�e statistique des estimateurs
nous paraissent les domaines essentiels sur lesquels doit porter l�e�ort de
recherche� � �



Chapitre �

Signaux non stationnaires

La stationnarit�e est une propri�et�e forte qui permet de d�e�nir pr�ecis�ement
les fonctions d�analyse ad�equates dans les domaines temporel et fr�equentiel �
les multicorr�elations et les multispectres �voir le chapitre �	�

Lorsque l�hypoth�ese de stationnarit�e n�est pas v�eri��ee� on entre dans la
classe tr�es g�en�erale des signaux non stationnaires� La non�stationnarit�e est
une �non�propri�et�e� � elle n�est d�e�nie que par son contraire� Cette remarque
implique d��enormes di�cult�es pour la d�e�nition de m�ethodes d�analyse�

Il faut toutefois temp�erer le propos� puisqu�il est possible de d�e�nir des
classes de non�stationnarit�es� pour lesquelles des outils d�analyse pr�ecis peu�
vent �etre d�e�nis� Une classe tr�es importante de signaux non stationnaires fait
l�objet de la premi�ere moiti�e de ce chapitre � les signaux cyclostationnaires�
Ces signaux apparaissent dans de nombreuses applications du traitement du
signal � communication� radar� signaux physiologiques� etc � � � Nous verrons que
le cadre d�analyse appropri�e est celui des fonctions p�eriodiques ou presque�
p�eriodiques� Les rappels sur les fonctions presque�p�eriodiques nous permet�
tront d�examiner l�in�uence de l�hypoth�ese de cyclostationnarit�e sur les statis�
tiques d�ordre sup�erieur� L�application pr�esent�ee dans ce chapitre concernera
�egalement les signaux cyclostationnaires dans le contexte des communications�

La deuxi�eme partie de ce chapitre se concentre sur les signaux non
stationnaires au sens g�en�eral� Nous montrons que les repr�esentations temps�
fr�equence d�ordre sup�erieur �ou repr�esentations temps�multifr�equence	 peu�
vent �etre des outils utiles pour l�analyse des signaux non stationnaires� Ces
repr�esentations seront explicit�ees pour les signaux d�eterministes� l�extension
aux signaux al�eatoires ne venant qu�apr�es�

Si des classes particuli�eres de signaux non stationnaires peuvent �etre
d�e�nies� leur �etude pr�esente toutefois certaines di�cult�es� La plus fondamen�
tale est la multiplicit�e des repr�esentations de l�information que contient le
signal� Cette multiplicit�e vient de la notion de temps de r�ef�erence� En station�
naire� le temps de r�ef�erence n�a pas d�importance puisque les statistiques du si�
gnal sont invariantes par translation dans le temps� Cette invariance n�existant
pas pour les signaux non stationnaires� la repr�esentation de l�information


��
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d�epend �etroitement de la date �a laquelle est e�ectu�ee l�analyse� Ce probl�eme
est �evidemment pr�esent dans les repr�esentations temps�fr�equence bilin�eaires�
Par exemple� la repr�esentation de Wigner�Ville� qui examine les liens exis�
tant dans le signal entre les instants t � ��� et t $ ���� est di��erente de la
repr�esentation de Rihaczek� qui �etudie les corr�elations du signal entre les in�
stants t et t � � � L�information contenue dans ces deux repr�esentations est la
m�eme� mais r�ev�el�ee de fa�con di��erente� Ce probl�eme pose alors celui de trouver
l�outil ad�equat pour l�analyse d�un signal�

Le probl�eme de l�instant de r�ef�erence �t dans l�exemple pr�ec�edent	 sera
pr�esent constamment dans ce chapitre� bien qu�un peu oubli�e lors du traitement
des signaux cyclostationnaires�

Un autre probl�eme di�cile dans le cas non stationnaire est l�estimation
des grandeurs que nous d�e�nirons� Le fait d�observer une seule r�ealisation d�un
signal interdit a priori l�obtention d�estimateurs e�caces� Nous verrons que la
cyclostationnarit�e contredit cette a�rmation� Par contre� les estimateurs des
repr�esentations temps�multifr�equence sont non consistants et ne seront pas �ou
si peu	 discut�es ici�

Mentionnons en�n que les th�emes pr�esent�es sont tr�es r�ecents et suscep�
tibles de subir d�importantes �evolutions� Ce chapitre ne montre que quelques
r�esultats et le lecteur peut approfondir les sujets �a l�aide de la litt�erature
r�ecente en traitement du signal�

��� Signaux cyclostationnaires

Avant de pr�esenter les statistiques d�ordre sup�erieur des signaux cyclo�
stationnaires �a valeurs complexes� commen�cons par quelques rappels sur la
cyclostationnarit�e �a l�ordre ��

����� Cyclostationnarit�e d	ordre �

Pour illustrer la cyclostationnarit�e d�ordre � �
���� nous nous limitons
�a un signal x�t	 de moyenne nulle� �a valeurs r�eelles� x�t	 est suppos�e cyclo�
stationnaire �a l�ordre � � sa fonction de corr�elation est p�eriodique en temps�
c�est��a�dire

C
x ���

�t� � 	 ! E�x�t	x�t$ � 	� ! C
x ���

�t $ T� � 	�

o�u T est la p�eriode de cyclostationnarit�e de x�t	�

Un exemple simple est donn�e par un signal cod�e en binaire �a la cadence
T � soit x�t	 !

P
k ak��t� kT 	� les ak formant une suite de variables al�eatoires

ind�ependantes et identiquement distribu�ees �i�i�d	� prenant les valeurs �
 avec
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la probabilit�e 
/�� Ce signal est de moyenne nulle� et sa corr�elation s��ecrit

C
x ���

�t� � 	 !
X
k

��t� kT 	��� 	�

Cette fonction est p�eriodique en t de p�eriode T �
CommeC

x ���
�t� � 	 est p�eriodique suivant t� elle admet une repr�esentation

en s�erie de Fourier� De plus� pour conserver la notion d�analyse spectrale du
cas stationnaire� une tranform�ee de Fourier suivant � peut �etre e�ectu�ee� Ainsi�
par double transform�ee de Fourier� on d�e�nit la corr�elation spectrale
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Cette corr�elation spectrale peut �egalement s��ecrire
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o�u les s
x ���

�k� �	 sont les transform�ees de Fourier selon � des coe�cients

c
x ���

�k� � 	 de la d�ecomposition en s�erie de Fourier �suivant t	 de C
x ���

�t� � 	�

La d�enomination corr�elation spectrale vient du fait que cette fonction
examine les interactions statistiques entre les composantes harmoniques aux
fr�equences � et � � k�T �

Le paragraphe suivant pr�esente les outils pour l��etude de la cyclosta�
tionnarit�e �fonctions presque�p�eriodiques	 et une d�e�nition plus pr�ecise de la
cyclostationnarit�e�

����� D�e�nitions

Les signaux cyclostationnaires comportent des p�eriodicit�es cach�ees� Le
cadre math�ematique appropri�e est donc celui des fonctions p�eriodiques et des
s�eries de Fourier� Toutefois� ce cadre peut �etre limitatif puisqu�il exclut la
classe tr�es importante des signaux dits presque�p�eriodiques� Dans ce para�
graphe� nous discuterons donc la d�e�nition des signaux cyclostationnaires dans
le cadre des fonctions presque�p�eriodiques� Notons que les fonctions p�eriodiques
forment �evidemment une sous�classe des fonctions presque�p�eriodiques�

Les d�eveloppements donn�es dans la suite se fondent sur une
repr�esentation al�eatoire des signaux� W� Gardner et C� Spooner �
�� 
�� ont
construit une th�eorie dans un cadre d�eterministe� en ne travaillant que sur une
r�ealisation d�un signal al�eatoire� Cette approche ne sera pas consid�er�ee ici�

Fonctions presque
p�eriodiques L�objet de ce paragraphe est d�e�ectuer
quelques rappels sur la th�eorie des fonctions presque�p�eriodiques ou p�
p�eriodiques� Une introduction plus compl�ete peut �etre trouv�ee dans le livre
de J� Bass ��
��




�� Signaux non stationnaires

La d�e�nition des fonctions p�p�eriodiques g�en�eralise celle des fonctions
p�eriodiques� Pour une fonction p�eriodique de p�eriode de base T � les nombres
multiples de T constituent �egalement des p�eriodes� Ainsi� dans tout intervalle
de longueur T � on peut trouver une p�eriode de la fonction� Cette remarque
conduit alors �a la d�e�nition suivante �

D�e�nition � Une fonction �a valeurs complexes f�t	 est dite presque
p�eriodique si pour tout r�eel � � �� il existe un nombre l��	 tel que tout in�
tervalle de longueur l��	 contienne un nombre � v�eri�ant

jf�t $ � 	� f�t	j 	 � �t�

Les nombres � s�appellent des presque�p�eriodes de la fonction f et le
nombre l��	 longueur d�inclusion� Cette d�e�nition montre qu�une fonction
p�eriodique est p�p�eriodique�

Les fonctions p�p�eriodiques jouissent de nombreuses propri�et�es �
l�ensemble des fonctions p�p�eriodiques est un espace vectoriel� la fonction con�
jugu�ee� le module de la fonction� les d�ecal�ees de la fonction sont p�p�eriodiques�
et le produit de deux fonctions p�p�eriodiques est p�p�eriodique�

Un exemple illustratif simple est donn�ee par la somme de deux fr�equences
pures incommensurables� En e�et�

f�t	 ! exp������t	 $ exp������t	� ���
	

o�u �� et �� sont dans un rapport irrationnel� est p�p�eriodique� L�allure de cette
fonction est montr�ee sur la �gure ���
	� La p�p�eriodicit�e est clairement vue
sur ce graphe� J� Bass a d�emontr�e rigoureusement la p�p�eriodicit�e pour cet
exemple� en exhibant des presque�p�eriodes et des longueurs d�inclusion�

Les fonctions p�eriodiques admettent une repr�esentation fr�equentielle �a
travers la d�ecomposition en s�erie de Fourier� Cette propri�et�e existe �egalement
pour les fonctions p�p�eriodiques� En e�et� il peut �etre d�emontr�e que la moyenne
d�une fonction p�p�eriodique existe toujours ��
�� c�est��a�dire

lim
T���




�T

Z T

�T
f�t	dt ! M 	 $�� ����	

Comme le produit de deux fonctions p�p�eriodiques est p�p�eriodique� comme
une fonction p�eriodique est p�p�eriodique� alors� en vertu de ����	� les nombres
c��	 d�e�nis par

c��	 ! lim
T���




�T

Z T

�T
f�t	 exp������t	dt

existent� Les nombres c��	 non nuls sont appel�es coe�cients de Fourier�Bohr
de la fonction f�t	� L�ensemble des coe�cients de Fourier�Bohr d�une fonc�
tion p�p�eriodique est un ensemble �ni ou d�enombrable ��
�� Nous noterons ces
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Figure ��
� Graphe de la fonction p�p�eriodique f�t	 ! exp������t	 $
exp������t	� o�u les fr�equences sont dans un rapport irrationnel�

coe�cients par ck ! c��k	� La c�el�ebre formule de Parseval reste valide� et la
puissance moyenne de la fonction se r�epartit sur les coe�cients de Fourier�Bohr
selon

lim
T���




�T

Z T

�T
jf�t	j�dt !

X
k

jckj��

En�n� la s�erie de Fourier associ�ee aux ck converge en moyenne quadratique
vers la fonction f�t	 et nous �ecrivons

f�t	 !
X
k

ck exp�����kt	�

Pour l�exemple ���
	� il existe deux coe�cients de Fourier�Bohr associ�es
aux fr�equences �� et �� + ces deux coe�cients sont �egaux �a 
�

Les rappels sur les fonctions p�p�eriodiques �etant faits� nous pouvons
maintenant nous tourner vers la d�e�nition des signaux cyclostationnaires�

Cyclostationnarit�e La cyclostationnarit�e s�inscrit entre la stationnarit�e et
la non�stationnarit�e pour les signaux al�eatoires� Tout comme la stationnarit�e
qui peut �etre forte ou faible� la discussion du paragraphe pr�ec�edent montre que
la d�e�nition de la cyclostationnarit�e doit comporter divers degr�es �p�eriodicit�e
totale ou approximative	� De plus� comme la stationnarit�e� la d�e�nition de
la cyclostationnarit�e porte sur les statistiques du signal� Nous pouvons alors
donner la d�e�nition �
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D�e�nition � Un signal al�eatoire est dit cyclostationnaire d�ordre p$ q forte�
ment 
resp� faiblement� si ses statistiques jusqu��a l�ordre p$q sont p�eriodiques

resp� p�p�eriodiques��

Si un signal est cyclostationnaire �a tout ordre� il sera cyclostationnaire
au sens strict� Mais bien entendu� il pourra l��etre faiblement ou fortement�

La p�eriodicit�e �ou presque�p�eriodicit�e	 s�entend ici sur le temps� Nous
voyons donc appara��tre la notion fondamentale de temps de r�ef�erence� absente
de toutes les th�eories stationnaires� En e�et� pour un signal stationnaire� les
corr�elations entre p $ q instants du signal ne d�ependent que des �ecarts entre
les instants� Par contre� cette propri�et�e dispara��t en non�stationnaire o�u le r�ole
de l�instant de r�ef�erence devient primordial�

Cette �etape de d�e�nition �etant pr�esent�ee� nous nous int�eressons dans la
suite aux cons�equences de l�hypoth�ese de cyclostationnarit�e sur les statistiques
des signaux�

����� In�uence de la cyclostationnarit�e sur les SOS

Dans ce paragraphe� nous examinons l�in�uence de la cyclostationnarit�e
sur les multicorr�elations et les multispectres� La construction suit une d�emarche
descendante � partant des d�e�nitions les plus g�en�erales� nous construisons les
objets ad�equats pour la description des signaux cyclostationnaires�

Multicorr�elation cyclique Consid�erons la multicorr�elation� C
x

�q�

�p�
�t	 d�un

signal al�eatoire �a valeurs complexes �t ! �t�� t�� � � � � tp�q��		� Nous param�etrons
cette multicorr�elation comme dans le cas stationnaire�� c�est��a�dire

C
x

�q�

�p�
�t� � 	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� � � � � x�t $ �p��	�

x��t� �p	� � � � � x
��t� �p�q��	�� ����	

o�u � ! ���� � � � � �p�q��	� Notons que le temps t appara��t explicitement dans
les arguments de la multicorr�elation puisqu�aucune hypoth�ese de stationnarit�e
n�est faite�

Supposons que le signal analys�e x�t	 soit faiblement cyclostationnaire au
sens strict� Ses statistiques sont alors p�p�eriodiques quel que soit l�ordre� La
multicorr�elation pr�ec�edente est donc p�p�eriodique en t� D�apr�es les r�esultats
sur les fonctions p�p�eriodiques �voir ��
��	� les multicorr�elations admettent une

�Toute la suite peut �etre faite �egalement sur les moments� Rappelons que la d�enomination
multicorr�elation sous�entend multicorr�elation des cumulants� Lorsqu�il s�agit de moments�
nous pr�ecisons par multicorr�elation des moments�

�Le probl
eme de l�instant de r�ef�erence sera discut�e au paragraphe ����� �
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d�ecomposition en s�erie de Fourier�Bohr� par rapport �a la variable t

C
x

�q�

�p�
�t� � 	 !

X
k�F

x

�q�

�p�

c
x

�q�

�p�
�k� � 	 exp�����kt	� ����	

o�u F
x

�q�

�p�
est l�ensemble des entiers pour lesquels les coe�cients de Fourier�Bohr

c
x

�q�

�p�
�k� � 	 sont non nuls� Rappelons que

c
x

�q�

�p�
�k� � 	 ! lim

T���



�T

Z T

�T
C
x

�q�

�p�
�t� � 	 exp������kt	dt�

et que F
x

�q�

�p�
est un ensemble �ni ou d�enombrable�

En e�ectuant la transform�ee de Fourier de la multicorr�elation de la vari�
able t vers la variable �� on d�e�nit la multicorr�elation cyclique qui s��ecrit

C
x

�q�

�p�
��� � 	 !

X
k�F

x

�q�

�p�

c
x

�q�

�p�
�k� � 	���� �k	�

La fr�equence �� variable conjugu�ee de t� est appel�ee fr�equence cyclique� La
multicorr�elation cyclique contient uniquement de l�information aux fr�equences
cycliques �k� Dans le cas stationnaire� la seule composante p�p�eriodique ou
p�eriodique �etant le continu� la multicorr�elation cyclique est non nulle unique�
ment pour � ! ��

Multicorr�elation spectrale Tout comme pour le cas stationnaire� nous
allons maintenant examiner l�in�uence de l�hypoth�ese de cyclostationnarit�e
sur le multispectre sym�etrique� Rappelons que le multispectre sym�etrique est
d�e�ni �a partir de la multicorr�elation selon �voir le chapitre �	

,
x

�q�

�p�
��	 !

Z
C
x

�q�

�p�
�t	 exp������

p��X
i��

�iti �
p�q��X
i�p

�iti		dt�

Si l�on e�ectue un changement de variables pour obtenir la param�etrisation en
�t� � 	 de la multicorr�elation ����	� le multispectre sym�etrique devient

,
x

�q�

�p�
��	 !

Z
C
x

�q�

�p�
�t� � 	 exp������

p��X
i��

�i �
p�q��X
i�p

�i	t	

� exp������
�T
� 	d�dt� ����	

o�u le vecteur �� est d�e�ni par �� ! ���� � � � � �p�q��	� En plongeant dans ����	
la repr�esentation ����	� on obtient

,
x

�q�

�p�
��	 !

X
k�F

x

�q�

�p�

s
x

�q�

�p�
�k���	���k � �

p��X
i��

�i �
p�q��X
i�p

�i		�
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o�u les coe�cients s
x

�q�

�p�
�k�� �	 sont les transform�ees de Fourier des c

x

�q�

�p�
�k� � 	�

D�e�nissons maintenant la multicorr�elation spectrale �que l�on pourrait
�egalement appeler multispectre cyclique	 par

S
x

�q�

�p�
���� �	 !

Z
C
x

�q�

�p�
�t� � 	 exp������t	 exp�������� T 	d�dt� ����	

On obtient alors la repr�esentation suivante

S
x

�q�

�p�
�����	 !

X
k�F

x

�q�

�p�

s
x

�q�

�p�
�k���	���� �k	� ����	

Ces r�esultats montrent que la multicorr�elation spectrale est non nulle
uniquement pour les fr�equences cycliques �k du signal analys�e�

D�autre part� pour faire le lien avec les th�eories stationnaires� les r�esultats
sur le multispectre sym�etrique montrent que la cyclostationnarit�e cr�ee des
hyperplans suppl�ementaires �a la multiplicit�e stationnaire �voir le chapitre �	�
Pr�ecis�ement� le multispectre sym�etrique est nul partout� sauf sur une famille
d�hyperplans parall�eles �a la multiplicit�e stationnaire et dont les �equations sont

�k !

p��X
i��

�i �
p�q��X
i�p

�i�

Dans le cas de cyclostationnarit�e forte �p�eriodicit�e des statistiques	� nous par�
lerons de d�emultiplication de la multiplicit�e stationnaire� puisque les hyper�
plans sont s�epar�es d�elle de �k ! k�T � T �etant la p�eriode fondamentale de la
multicorr�elation�

Pour terminer cette partie relative aux d�e�nitions� il nous reste �a exami�
ner la signi�cation physique de la multicorr�elation spectrale� Nous avons vu que
le multispectre sym�etrique peut s��ecrire en fonction des incr�ements spectraux
du signal selon

,
x

�q�

�p�
�����

�	d��d� � ! Cum�dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	�

dX���p	� � � � � dX���p�q��	��

o�u nous rappelons que �� ! ���� � � � � �p�q��	� En utilisant la multicorr�elation
spectrale on obtientX

k�F
x

�q�

�p�

s
x

�q�

�p�
�k���	���k � �

p��X
i��

�i �
p�q��X
i�p

�i		d��d�
� !

Cum�dX���	� dX���	� � � � � dX��p��	� dX���p	� � � � � dX���p�q��	��

���
	

La multicorr�elation spectrale examine donc les interactions statistiques entre
les composantes fr�equentielles �i� i ! 
� � � � � p $ q � 
 et la composante � �Pp��

i�� �i $
Pp�q��

i�p �i� Il faut toutefois se rappeler que ces interactions ne sont
non nulles que pour les � ! �k�
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Propri�et�es Les multicorr�elations cycliques et spectrales jouissent de toutes
les propri�et�es des multicorr�elations et multispectres stationnaires� Par exemple�
si le signal x�t	 est cyclostationnaire et circulaire� seules les multicorr�elations

cycliques et spectrales non nulles sont du type C
x

�p�

�p�
��� � 	 et S

x

�p�

�p�
�����	� De

plus� les propri�et�es classiques des cumulants leur reviennent �nullit�e dans le
cas gaussien pour un ordre sup�erieur �a deux� � � � 	�

Lorsque le signal est stationnaire� la seule p�eriode �ou presque�p�eriode	
des statistiques du signal est in�nie� Par suite� la seule fr�equence cyclique ayant
des contributions non nulles est la fr�equence � ! �� On retrouve donc pour
cette fr�equence les objets statistiques du r�egime stationnaire�

Examinons maintenant l�in�uence des transformations lin�eaires sur les
statistiques de signaux cyclostationnaires� Consid�erons un �ltre lin�eaire invari�
ant� de r�eponse impulsionnelle h�t	 et de fonction de transfert H��	� Supposons
que ce �ltre soit attaqu�e par un signal x�t	 faiblement cyclostationnaire au sens
strict� La sortie y�t	 est donc la convolution de x�t	 par h�t	� De plus� dans
le domaine des fr�equences� la relation entre les incr�ements spectraux des deux
signaux est

dY ��	 ! H��	dX��	�

Par suite� en utilisant le r�esultat ���
	� le lien entre les multicorr�elations spec�
trales est

S
y

�q�

�p�
���� �	 ! H�� �

p��X
i��

�i $

p�q��X
i�p

�i	H���	 � � �

� H��p��	H���p	H���p�q��	Sx
�q�

�p�
�����	�

Cette relation entr�ee�sortie g�en�eralise celle du cas stationnaire que l�on retrouve
�evidemment pour � ! � �chapitre �	�

����� El�ements d	estimation

La d�e�nition d�objets d�analyse devient int�eressante en pratique lorsque
des estimateurs de ces objets sont disponibles� Le caract�ere non stationnaire
des signaux cyclostationnaires peut mener �a penser que l�estimation des SOS
cycliques est impossible� Or il n�en est rien et il existe des estimateurs consis�
tants des multicorr�elations cycliques et spectrales�

La th�eorie de l�estimation a �et�e d�evelopp�ee essentiellement par A� Dan�
dawat�e et G� Giannakis pour les signaux cyclostationnaires �a valeurs r�eelles
��
� ��� �voir aussi �
�� 
��	� Nous ne reprendrons pas ici toutes les th�eories
d�evelopp�ees par ces auteurs mais essaierons plut�ot de faire comprendre la tech�
nique d�estimation en nous concentrant sur une m�ethode �egalement applicable
en stationnaire ���� �
�� De plus� nous illustrerons l�estimation en nous restrei�
gnant �a l�ordre � sym�etrique �p ! � et q ! �	 qui pr�esente toutes les di�cult�es�
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Relation entre cumulants et moments Nous avons vu dans le chapitre

 la relation liant les moments aux cumulants� Cette relation nous permet
d��ecrire la multicorr�elation en fonction de la multicorr�elation des moments
d�ordre �egaux ou inf�erieurs� Pour un signal centr�e� cette relation �a l�ordre �
sym�etrique s��ecrit

C
x

���

���
�t� � 	 ! C �

x

���

���
�t� � 	

� C
x ���

�t� ��	
h
C
x ���

�t� �� � ��	
i�

� C
x

���

���
�t� ��	Cx

���

���
�t� �� � ��	

� C
x

���

���
�t� ��	Cx

���

���
�t� �� � ��	�

Si l�on e�ectue une double transform�ee de Fourier en t et � nous obtenons
la multicorr�elation spectrale en fonction des multicorr�elations spectrales des
moments d�ordre �egaux ou inf�erieurs �a � selon

S
x

���

���
����	 ! S

�
x

���

���
����	

�
�Z

S
x ���

�u� ��	
h
S
x ���

��� u� ��		
i�
du

�
���� $ ��	

�
�Z

S
x

���

���
�u� ��	Sx

���

���
��� u� ��	du

�
���� � ��	

�
�Z

S
x

���

���
�u� ��	Sx

���

���
��� u� ��	du

�
���� � ��	�

Remarquons que la notation adopt�ee ici est un peu ambig'ue� En e�et� nous
avons fait appara��tre des produits de convolution qui doivent s�entendre comme
suit� La multicorr�elation spectrale est non nulle uniquement pour les � appar�

tenant �a F
x

�q�

�p�
� nous n�avons pas un continuum en fr�equence cyclique� Les

convolutions de l�expression pr�ec�edente sont donc des convolutions discr�etes
r�ealis�ees sur une grille qui n�est pas forc�ement �a �echantillonnage r�egulier� A
un �k donn�e� les contributions de produits de corr�elations spectrales devraient

s��ecrire en fonction des coe�cient s
x

���

���
�k� �	� d�e�nis par ����	� selon des con�

volutions discr�etes� Par exemple� le terme
R
S
x ���

�u� ��	
h
S
x ���

�� � u� ��	
i�
du

s�interpr�ete commeX
k��Fx

���

���

s
x ���

�k� ��	
h
s
x ���

�k � k�� ��	
i�
�

Autrement dit� il faut sommer les produits de termes dont la somme des
fr�equences cycliques �egale �k�
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D�apr�es ce r�esultat� la multicorr�elation spectrale est �egale �a la multi�
corr�elation spectrale des moments except�e sur les hyperplans d��equation���

�� � �� ! �
�� � �� ! �
�� $ �� ! ��

����	

Ce r�esultat sugg�ere une m�ethode d�estimation� Si l�on suppose la multi�
corr�elation spectrale continue autour des hyperplans pr�ec�edents� alors il su�t
d�estimer la multicorr�elation des moments hors ces hyperplans et d�interpoler
l�estimation �a travers ces hyperplans� L�interpolation s�e�ectue en moyennant
les valeurs de l�estim�ee autour des hyperplans�

Estimation du moment d�ordre � Consid�erons un signal x�t	 a priori
cyclostationnaire �a l�ordre � observ�e sur une dur�ee T � Nous noterons XT ��	 la
transform�ee de Fourier de x�t	 sur cette dur�ee� c�est��a�dire

XT ��	 !

Z T��

�T��
x�t	 exp������t	dt�

L�estimateur le plus simple du moment est le p�eriodogramme cyclique ��
� qui
s��ecrit

P
x�T

���

���
����	 !




T
XT ��� �� $ �� $ ��	XT ���	X

�
T ���	X

�
T ���	�

On montre facilement que le p�eriodogramme est asymptotiquement non biais�e�
c�est��a�dire

lim
T���

E�P
x�T

���

���
����	� ! S

�
x

���

���
����	

en dehors des hyperplans d�e�nis par ����	� Par contre� on montre que la vari�
ance du p�eriodogramme cyclique ne tend pas vers z�ero lorsque la dur�ee T
d�observation cro��t ind�e�niment ��
�� Ce fait� bien connu en analyse spectrale�
montre qu�il est n�ecessaire de lisser le p�eriodogramme cyclique pour am�eliorer
l�estimation�

Lisser �a l�aide d�une fen�etre bien choisie le p�eriodogramme cyclique con�
duit �a une estimation asymptotiquement consistante �non biais et variance
nulle	 de la multicorr�elation spectrale des moments�

Estimation du cumulant Nous avons vu que la multicorr�elation spectrale
est �egale �a la multicorr�elation spectrale des moments� sauf sur certains hyper�
plans� Autrement dit� la multicorr�elation spectrale des moments contient des
singularit�es sur ces hyperplans� Le p�eriodogramme� estimateur du moment�
pr�esente donc ces singularit�es� Ainsi� si l�on lisse le p�eriodogramme cyclique
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en omettant les singularit�es� on obtient un estimateur de la multicorr�elation
spectrale� Cet estimateur peut alors s��ecrire

bS
x

���

���
����	 !

Z
WT �� � �	P

x�T

���

���
����	���	d��

La fonction ���	 vaut 
 partout sauf sur les hyperplans ����	 sur lesquels elle
prend la valeur �� La fonction WT ��	 est la fen�etre de lissage� L�indice T montre
que son comportement d�epend �etroitement de T � En e�et� cette fen�etre doit
tendre vers l�impulsion de Dirac lorsque T tend vers l�in�ni pour assurer le
non biais asymptotique �a l�estimateur� Ceci signi�e que sa bande �equivalente
doit tendre vers � lorsque T va �a l�in�ni� Une fa�con agr�eable de jouer sur la
bande de la fen�etre est de la d�e�nir �a partir d�une fen�etre de r�ef�erence W ��	
via WT ��	 ! B��

T W �B��
T �	� o�u W ��	 v�eri�e certaines propri�et�es assurant la

convergence de WT ��	 vers un Dirac lorsque T tend vers l�in�ni�
A� Dandawat�e et G� Giannakis ont prouv�e dans ��
� la consistance asymp�

totique de cet estimateur�
De plus� pour T �ni mais assez grand� leur r�esultat montre que

Var�bS
x

���

���
����	� 
 EW

B�
TT

O��

o�u O� repr�esente des termes statistiques d�ordre 
 et EW est l��energie de la
fen�etre W � Encore une fois� augmenter la dur�ee du lissage �i�e� BT 	 r�eduit la
variance mais augmente le biais� Le compromis biais�variance existe toujours�

����� Application en Communication

Dans ce paragraphe nous pr�esentons un exemple de signal cyclostation�
naire issu des t�el�ecommunications�

Mod�elisation du signal Nous souhaitons transmettre un signal cod�e par
des modulations de phase �a N �etats �N �PSK pour Phase Shift Keying en
anglais	 �a travers un canal de transmission� Une N �PSK est repr�esent�ee par les
valeurs qu�elle peut prendre� Ces valeurs sont complexes et de module constant�
Il su�t donc de les consid�erer sur le cercle unit�e� Ces valeurs seront alors prises
dans l�ensemble fexp�����n�
	�N	gn�������N � Pour r�ealiser le codage� un �digit�
du code sera r�ep�et�e sur une dur�ee T � Le signal est alors cod�e par le message

m�t	 !
X
k

akf�t� kT 	�

o�u la fonction f est appel�ee fonction de forme et caract�erise la forme du signal
sur un intervalle de longueur T � La suite fakg est suppos�ee ind�ependante et
identiquement distribu�ee �i�i�d�	 et stationnaire� A chaque instant k� ak prend
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Figure ���� Exemple de Modulation de Phase �a � �etats� La fonction de forme
est une fen�etre de Hamming�

une des N valeurs pr�ec�edentes� avec une probabilit�e �egale� ind�ependamment
des instants pass�es� m�t	 est un processus al�eatoire �a valeurs complexes� Un
exemple illustrant m�t	 est pr�esent�e sur la �gure ����	� Ici� la fonction de forme
est une fen�etre de Hamming d�e�nie sur l�intervalle ��� T ��

Pour s�adapter �a la bande passante du canal� le signal doit �etre centr�e
sur une fr�equence porteuse ��� Le signal �emis peut alors s��ecrire

xe�t	 ! Re�m�t	 exp������t		�

ou de fa�con �equivalente

xe�t	 ! Re�m�t		 cos�����t	� Im�m�t		 sin�����t	�

A la r�eception� si l�on n�eglige toute distorsion due au canal�

r�t	 ! xe�t	 $ br�t	�

o�u br�t	 repr�esente le bruit de mesure� Ce bruit est mod�elis�e par un processus
al�eatoire ind�ependant du signal �emis� et ce bruit pourra �etre gaussien ou non�
blanc ou non et stationnaire ou non� Nous reviendrons sur ces hypoth�eses�

Une d�emodulation complexe est e�ectu�ee pour s�a�ranchir de la modu�
lation et ramener le signal en �bande de base�� Le signal �a traiter s��ecrit alors

y�t	 ! m�t	 $ b�t	�

o�u b�t	 est un processus al�eatoire �a valeurs complexes�




�� Signaux non stationnaires

SOS du signal re�cu Le signal m�t	 comporte la fr�equence caract�eristique

�T et est donc fortement cyclostationnaire�

Commen�cons par �evaluer les multicorr�elations du signal re�cu� Etant
donn�ee la multilin�earit�e des cumulants et leur propri�et�e quant �a la somme
de signaux ind�ependants� la multicorr�elation de y�t	 s��ecrit
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En e�ectuant une transform�ee de Fourier par rapport �a t� nous obtenons la
multicorr�elation cyclique
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En�n� la multicorr�elation spectrale est obtenue par transformation de Fourier
par rapport aux �i
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Il nous faut maintenant �evaluer les statistiques de m�t	� Sa multi�
corr�elation se calcule en utilisant la multilin�earit�e des cumulants et s�exprime
selon
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�p�
�t� � 	 !

X
k������kp�q��

f�t� k�T 	f�t $ �� � k�T 	 � � � f�t $ �p�� � kp��T 	

� f��t� �p � kpT 	 � � � f��t� �p�q�� � kp�q��T 	

� Cum�ak�� ak�� � � � � akp��� a
�
kp� � � � � a

�
kp�q��

��

Comme la suite fakg est une suite de variables al�eatoires i�i�d�� le cumulant est
non nul seulement si les ki sont tous �egaux� Introduisons alors
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pour obtenir
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o�u C
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est �l�auto�cumulant� de fakg� ou encore sa multicorr�elation en � ! ��

La multicorr�elation cyclique de m�t	 est alors
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Une derni�ere transform�ee de Fourier multidimensionnelle permet d�obtenir la
multicorr�elation spectrale de m�t	� Finalement� la multicorr�elation spectrale
du signal re�cu peut s��ecrire selon
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���� Signaux cyclostationnaires 
�


Reconnaissance de modulation en bande de base Le but de ce para�
graphe est d�utiliser les r�esultats pr�ec�edents pour mettre au point une technique
de reconnaissance de modulation �
���� Nous savons que le signal �emis est une
N �PSK� mais N est �a d�eterminer�

Lorsque le signal a �et�e d�emodul�e� nous avons vu que

S
y

�q�

�p�
����	 !




T
C
a

�q�

�p�

X
k

S
f

�q�

�p�
�
k

T
��	���� k

T
	 $ S

b

�q�

�p�
����	�

Nous devons maintenant faire des hypoth�eses sur le bruit� Di��erents cas

de �gure se pr�esentent� Si le bruit est suppos�e gaussien� S
b

�q�

�p�
����	 ! � puisque

les multicorr�elations sont construites sur les cumulants� Si le bruit est non
gaussien mais stationnaire� alors S

b

�q�

�p�
����	 ! � pour tout � di��erent de z�ero�

Il su�t alors de supposer le bruit stationnaire et d�examiner le comportement
des multicorr�elations spectrales pour des � non nuls�

Nous supposons donc que
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A un ordre p$ q donn�e� la forme de la multicorr�elation spectrale du signal est
ind�ependante de N � En e�et� les multicorr�elations spectrales de deux PSK ne

di��erent que par le facteur multiplicatif C
a

�q�

�p�
� Nous ne pouvons donc a priori

pas distinguer deux PSK di��erentes� Toutefois� en conjuguant la cyclostation�
narit�e avec les propri�et�es de circularit�e des N �PSK� il est possible de faire la
distinction cherch�ee� En e�et� une N �PSK est circulaire �a l�ordre N � 
 �voir
le chapitre 
� paragraphe 
��	� Le principe de la reconnaissance est alors le
suivant �


� p $ q ! ��

�� Si S
y

�q�

�p�
����	 �! � pour p �! q alors la suite fakg est non circulaire �a

l�ordre p $ q� La modulation est alors une �p $ q	� PSK�

�� Sinon� p $ q� p $ q $ 
� et recommencer en ��

Les signaux cyclostationnaires sont tr�es importants dans toutes les ap�
plications o�u des p�eriodicit�es cach�ees existent� Citons les signaux issus de ma�
chines tournantes ou d�engrenages� les signaux biologiques et physiologiques
�EEG� ECG� temp�erature� � � � 	� les signaux de t�el�ecommunications� � � � Si ces
signaux sont coupl�es ou issus de non�lin�earit�es alors les objets d�e�nis ici ne
peuvent qu�aider �a la compr�ehension des ph�enom�enes mis en jeu�




�� Signaux non stationnaires

��� Rappel sur le temps�fr�equence

Les analyses �a l�ordre deux s�int�eressent aux propri�et�es �energ�etiques des
signaux� Dans le cas stationnaire� la densit�e spectrale repr�esente la distribution
de l��energie sur les fr�equences constituant le signal� Cette grandeur est fonda�
mentale et se doit d��etre la premi�ere quantit�e �etudi�ee pour la compr�ehension
d�un signal� Toutefois� si le spectre est calcul�e pour un signal non stationnaire�
cette information est incompl�ete� Par exemple� le spectre d�une modulation
lin�eaire de fr�equence montre une partie tr�es large bande� allant des plus basses
aux plus hautes fr�equences balay�ees par le signal� Or� dans cet exemple� un tel
spectre n�est pas r�ev�elateur de la structure pr�ecise du signal� En e�et� la trans�
form�ee de Fourier� base du spectre� consid�ere les fr�equences �a amplitudes non
nulles comme pr�esentes �a tout instant dans le signal� et ce n�est manifestement
pas le cas pour une modulation lin�eaire de fr�equence� Une philosophie s�est alors
d�evelopp�ee� �a partir de 
��
 et l�article de J� Ville �
���� proposant de regarder
l��evolution du contenu fr�equentiel �ou �energ�etique	 d�un signal en fonction du
temps� Ceci a conduit �a diverses approches� montrant encore une fois qu�une
non�propri�et�e n�a pas de caract�erisation unique� Dans ce paragraphe� nous
rappellerons quelques �el�ements concernant les repr�esentations temps�fr�equence
bilin�eaires� dont les extensions aux ordres sup�erieurs font l�objet de la suite de
ce chapitre�

����� Repr�esentations temps
fr�equence

La construction d�une repr�esentation temps�fr�equence d�ordre deux n�est
pas du tout triviale� En e�et� une telle repr�esentation se doit de v�eri�er cer�
taines propri�et�es� Pour les repr�esentations bilin�eaires� � le but est d�obtenir
une r�epartition de l��energie du signal dans un plan temps�fr�equence� c�est��a�
dire construire une fonction Rx�t� �	� Nous allons exposer quelques propri�et�es
qu�une �bonne repr�esentation� devrait poss�eder pour atteindre ce but� Nous ne
voulons pas ici faire une liste exhaustive de ces propri�et�es� mais plut�ot d�egager
la philosophie conduisant aux repr�esentations acceptables �des listes compl�etes
de propri�et�es souhaitables se trouvent dans ����	�

� R�ealit�e � une densit�e spectrale �etant �a valeurs r�eelles� on souhaite con�
server cette propri�et�e pour une densit�e temps�fr�equence�

� Positivit�e � l��energie �etant physiquement positive� il est souhaitable de
conserver cette contrainte dans le cas d�une r�epartition d��energie dans le
plan temps�fr�equence�

� Energie � en tant que r�epartition de l��energie dans le plan temps�
fr�equence� la repr�esentation doit permettre de retrouver l��energie du si�

�Pr�ecisons que la bilin�earit�e est relative au signal�



���� Rappel sur le temps�fr�equence 
��

gnal� De m�eme� la puissance instantan�ee et la densit�e spectrale peuvent
�etre d�eduites de la repr�esentation ��marginales�	�

� Invariances par translation � deux �ev�enements identiques arrivant �a des
dates di��erentes doivent avoir la m�eme repr�esentation� �a un retard pr�es
�la m�eme propri�et�e doit �etre v�eri��ee dans le cas d��ev�enement identiques
occupant des zones de fr�equence di��erentes - modulation d�un signal par
une fr�equence pure -	� Notons que l�on parle �egalement de covariance�

� Conservation des supports �localisation	 � un �ev�enement �a support tem�
porel �ni aura une repr�esentation ayant le m�eme support temporel �m�eme
propri�et�e pour un �ev�enement fr�equentiel �a support �ni	�

� Ind�ependance vis��a�vis du temps dans le cas d�un signal stationnaire�

� etc � � �

Diverses autres proprit�et�es souhaitables pourraient �etre cit�ees� Mais il
n�est pas certain qu�il existe une repr�esentation temps�fr�equence v�eri�ant
toutes ces propri�et�es� En fait� toutes ces propri�et�es ne peuvent �etre simul�
tan�ement v�eri��ees par les repr�esentations bilin�eaires + par exemple� la propri�et�e
de positivit�e interdit les propri�et�es de marginales �����

Le terme bilin�eaire est apparu plusieurs fois jusqu��a pr�esent� En e�et�
r�ep�etons que nous voulons une transformation non param�etrique capable de
r�epartir aussi bien que possible l��energie d�un signal dans un plan temps�
fr�equence� Examiner l��energie impose de travailler sur le produit des valeurs
du signal �a deux instants� x�t�	x��t�	� ou �a deux fr�equences� X���	X����	�

Dans le cas stationnaire� le choix des instants n�a pas d�importance� seule
la di��erence entre les deux comptant r�eellement� Dans le cas non stationnaire�
les deux instants doivent �etre consid�er�es par rapport �a un temps de r�ef�erence�
soit l�instant courant t�

La repr�esentation temps�fr�equence doit garder un caract�ere local� et les
�ev�enements apparaissant longtemps avant ou apr�es l�instant de r�ef�erence t ne
doivent pas avoir autant d�importance qu�un �ev�enement proche de t� Nous
devons alors pond�erer x�t�	x��t�	 par une fonction k d�ependant de t� mais
aussi de t� et t� qui chi�rent l��eloignement par rapport �a t �l�analogue station�
naire de cette pond�eration est l�apodisation dans l�analyse spectrale	� Cette
op�eration peut se r�ep�eter sur l�axe dual de l�axe temporel� l�axe fr�equentiel�
En e�et� la non�stationnarit�e fait perdre l�orthogonalit�e entre deux composan�
tes fr�equentielles X���	 et X���	� Ainsi� la pond�eration k doit aussi d�ependre
de la fr�equence d�analyse �� Ces consid�erations conduisent alors �a la forme
g�en�erique d�une repr�esentation temps�fr�equence bilin�eaire� soit pour un signal
x�t	 complexe

R
x

���

���
�t� �	 !

Z Z
k�t� �+ t�� t�	x�t�	x

��t�	dt�dt�� ���
�	




�� Signaux non stationnaires

La forme ���
�	 est la plus g�en�erale possible� et est donc trop compliqu�ee�
Les propri�et�es souhait�ees indiqu�ees pr�ec�edemment se transforment en con�
traintes sur la fonction de pond�eration k�t� �+ t�� t�	 qui prendra donc des formes
plus simples� Cette constatation est �a la base de la d�e�nition de la classe de
Cohen � classe des repr�esentations temps�fr�equence bilin�eaires invariantes par
translations temporelles et fr�equentielles�

����� Classe de Cohen

Certaines des propri�et�es pr�ec�edentes apparaissent comme tr�es naturelles�
Parmi celles�ci� les invariances par translations temporelle et fr�equentielle cor�
respondent �a des v�ux tr�es forts� Il est naturel qu�une repr�esentation se d�ecale
dans le temps si l��ev�enement qu�elle d�ecrit se d�eplace �egalement� La traduction
math�ematique de ces propri�et�es est la suivante�

� translation temporelle � si y�t	 ! x�t� � 	 alors
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� translation fr�equentielle � si y�t	 ! x�t	 exp������t	 alors
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On montre alors que R
x
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�t� �	 prend la forme ����
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o�u F �t� � 	 est une fonction param�etrant la repr�esentation� Les repr�esentations
temps�fr�equence bilin�eaires v�eri�ant ces propri�et�es d�invariance et s��ecrivant
donc comme ���

	 appartiennent �a la classe dite de Cohen� Un �el�ement
fameux de cette classe est la repr�esentation ou transform�ee de Wigner�Ville
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�t� �	 qui est obtenue pour F �t� � 	 ! ��t	� soit
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Cette repr�esentation est centrale dans la classe de Cohen� puisqu�elle permet
d�engendrer tous les membres de la classe par lissage temps�fr�equence selon
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x
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�t� �	 ! .�t� �	 �t �	WVx

���
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�t� �	�

o�u .�t� �	 est une fen�etre bidimensionnelle �cette fen�etre est la transform�ee de
Fourier par rapport �a � de la fonction F �t� � 		�



���� Rappel sur le temps�fr�equence 
��

A titre d�exemple� le lissage de la repr�esentation de Wigner�Ville d�un
signal x�t	 par la transform�ee de Wigner�Ville d�une fen�etre h�t	 conduit au
spectrogramme �ou module carr�e de la transform�ee de Fourier glissante	 li�e �a
la fen�etre h�t	� soit plus explicitementh
WV

h

���

���
�t� �	

i�
�t �	WVx

���

���
�t� �	 ! j

Z
h��t� � 	x�� 	 exp������� 	d� j��

Remarquons en�n que la construction de la classe de Cohen est e�ectu�ee
pour des signaux d�eterministes� W� Martin et P� Flandrin ont montr�e que pour
des signaux al�eatoires harmonisables �classe f ��� de Blanc�Lapierre et Fortet�

voir le paragraphe �����	� l�esp�erance math�ematique de WV
x

���

���
�t� �	 existe et

d�e�nit le spectre de Wigner�Ville ���� 
���� Ceci constitue l�extension au cas
al�eatoire des repr�esentations temps�fr�equence bilin�eaires� extension qui sera
discut�ee plus en d�etail au paragraphe ������

Nous avons rappel�e dans ce paragraphe la philosophie des repr�esentations
temps�fr�equence� en nous concentrant sur les repr�esentations bilin�eaires� Exa�
minons maintenant un exemple de probl�eme pour lequel l�utilisation des
repr�esentations ou distributions temps�fr�equence s�av�ere insu�sante�

����� Non
lin�earit�e et distributions bilin�eaires

Consid�erons le signal x�t	 d�e�ni par

x�t	 ! e�����a��b�t�t���� $ e�����a��b�t�t���� $ e�����a��a���b��b��t�t���	�

o�u �� et �� sont des phases al�eatoires ind�ependantes� uniform�ement r�eparties
sur ��� ���� Nous envisageons deux cas pour �� �


� �� est ind�ependante de �� et ��� et est uniform�ement distribu�ee sur
��� ����

�� �� ! �� $ ���

Ces deux situations sont tr�es di��erentes� puisque la deuxi�eme signi�e que la
modulation a� $ a� $ �b� $ b�	t provient d�une interaction quadratique entre
les deux premi�eres modulations� Calculons le spectre de Wigner�Ville de ce
signal� On doit �evaluer au pr�ealable E�x�t$ 


�	x��t� 

�	�� Ce calcul se simpli�e

en remarquant qu�apr�es avoir d�evelopp�e le produit x�t$ 

�	x��t� 


� 	� six termes
conservent leur caract�ere al�eatoire et ont une contribution nulle par moyennage
d�ensemble� Les trois termes restants sont du type exp������a $ �bt	� 	� Le
r�esultat vient apr�es le calcul de la transform�ee de Fourier� soit
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$ ��� � �a� $ a� $ ��b� $ b�	t		�




�� Signaux non stationnaires

Le r�esultat est surprenant � il ne d�epend absolument pas du choix fait sur ��
lors de la mod�elisation� La conclusion est donc que le spectre de Wigner�Ville
ne peut faire la distinction entre un ph�enom�ene lin�eaire et un ph�enom�ene non
lin�eaire�

Cet exemple simple montre que les repr�esentations temps�fr�equence
bilin�eaires ne sont sensibles qu�aux propri�et�es du second ordre� et par suite
ne peuvent exhiber que des ph�enom�enes lin�eaires�

L�exemple pr�ec�edent d�emontre la n�ecessit�e d�outils di��erents� adapt�es
aux ph�enom�enes non lin�eaires et aux propri�et�es d�ordre sup�erieur des signaux
non stationnaires� De plus� sans montrer d�exemple particulier� l�id�ee de ca�
ract�eriser l��evolution au cours du temps de propri�et�es d�ordre sup�erieur est
naturelle� Les applications de telles id�ees �a des ph�enom�enes physiques ne sont
pas encore tr�es d�evelopp�ees� mais nul doute qu�elles peuvent �etre utiles�

Les motivations �etant pr�esent�ees� nous proposons maintenant une exten�
sion aux ordres sup�erieurs des repr�esentations temps�fr�equence bilin�eaires�

��� Repr�esentations temps�multifr�equence

Les rappels e�ectu�es pr�ec�edemment sur les repr�esentations bilin�eaires
montrent l�aspect d�eductif ou axiomatique de leur construction� Toutefois
les interpr�etations que l�on peut faire de ces objets ont �et�e d�elib�er�ement
cach�ees� En e�et� ces interpr�etations vont nous servir de �l conducteur
pour la pr�esentation des repr�esentations temps�fr�equence d�ordre sup�erieur ou
repr�esentations temps�multifr�equence�

La premi�ere extension aux ordres sup�erieurs des repr�esentations temps�
fr�equence est due �a N� Gerr en 
�

 �
��� Ce premier travail a conduit un
certain nombre de chercheurs au d�eveloppement des repr�esentations temps�
multifr�equence �
�� ��� 

� 
�
��

����� Cas des signaux d�eterministes

Nous commen�cons la pr�esentation par l��etude des repr�esentations temps�
multifr�equence des signaux d�eterministes� Dans la suite� les signaux sont tels
que les int�egrales envisag�ees existent�

Multicorr�elation locale L�analyse spectrale de signaux stationnaires exa�
mine le contenu fr�equentiel des signaux� ou la r�epartition de l��energie sur les
fr�equences �eternelles contenues dans le signal� D�autre part� une analyse multi�
spectrale r�ev�ele d��eventuels couplages existant entre les fr�equences composant
un signal� Par exemple� le bispectre est l�outil id�eal pour la recherche de cou�
plages quadratiques�



���� Repr�esentations temps�multifr�equence 
��

Le fait important est que ces analyses supposent les fr�equences �eternelles�
puisque le signal est stationnaire� Dans un cas non stationnaire� des fr�equences
peuvent s��evanouir dans le temps ou appara��tre� E�ectuer une analyse sup�
posant le signal stationnaire peut alors conduire �a des interpr�etations erron�ees�
et il faut incorporer �a l�analyse la dimension temporelle pour esp�erer interpr�eter
correctement le contenu du signal�

Il est donc tr�es intuitif pour e�ectuer des analyses d�ordre sup�erieur
sur des signaux non�stationnaires d�essayer de rendre les objets d�ej�a d�e�nis
d�ependant du temps�

Pour les signaux certains� les multicorr�elations sont d�e�nies par
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Cette d�e�nition inclut un moyennage temporel et suppose donc que les inter�
actions entre les di��erents instants mis en jeu ne d�ependent que des positions
relatives de ces instants� Ceci n�est donc valide que si les signaux consid�er�es
sont �stationnaires�� Cette notion pour des signaux d�eterministes peut �etre
d�e�nie comme suit � un signal d�eterministe est stationnaire s�il est la somme
d�enombrable de composantes �a fr�equence instantan�ee constante et �a amplitude
constante ����� Le moyennage au cours du temps est alors justi��e�

Dans le cas contraire� le moyennage n�est plus licite� Nous introduisons
alors
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appel�ee multicorr�elation locale� Elle quanti�e les interactions entre p$ q dates
du signal� ces instants �etant rep�er�es par rapport �a une r�ef�erence t�

Un probl�eme important appara��t d�ej�a � le choix du positionnement des
dates par rapport �a t est arbitraire� Dans la d�e�nition pr�ec�edente� le choix
adopt�e est le m�eme que pour la construction des multicorr�elations dans le cas
al�eatoire stationnaire �dans ce cas� les justi�cations de ce choix sont claires	�
Dans le cas non stationnaire des choix di��erents peuvent �etre adopt�es� comme
par exemple remplacer les p$q temps ft� ! t� ti ! t��i� �i ! 
� � � � � p$q�
g
par fti ! t $ fi���� � � � � �p�q��	� �i ! �� � � � � p $ q � 
g� fi �etant une fonction
lin�eaire� On obtiendra alors
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Un argument permet toutefois de contraindre un peu le choix de ces ins�
tants � l�analyse des signaux non stationnaires devrait se r�eduire �a une analyse
stationnaire si les signaux consid�er�es sont stationnaires� Autrement dit� apr�es

moyennage temporel� C
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�t� � 	 ne doit plus d�ependre du temps si x�t	 est




�
 Signaux non stationnaires

stationnaire� Ceci est assur�e si les p$q instants ti v�eri�ent les p$q�
 �equations
suivantes �����������������

t� � t� ! ��
���

���
���

tp�� � t� ! �p��
t� � tp ! �p
���

���
���

t� � tp�q�� ! �p�q���

���
�	

Il reste donc un degr�e de libert�e pour �ger le choix de ces instants� Un argument
alors en g�en�eral avanc�e est un argument de sym�etrie � la date t doit �etre au
barycentre des dates� Mais cette propri�et�e reste arbitraire et n�est pas aussi
forte que l�argument de stationnarit�e pr�ec�edemment invoqu�e� Notons que ce
probl�eme existe �egalement pour les signaux cyclostationnaires�

Par la suite� les instants ti seront not�es t $ fi�� 	 et il sera sous entendu
que les deux arguments de compatibilit�e avec le cas stationnaire et de sym�etrie
sont v�eri��es�

Par exemple� �a l�ordre � avec p ! �� la fonction de multicorr�elation locale
s��ecrit
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Les arguments de x apparaissant dans cette expression sont obtenus en
r�esolvant le syst�eme ���
�	�

Nous disposons maintenant d�un objet qui capture le caract�ere non sta�
tionnaire des signaux� Pour obtenir une repr�esentation temps�multifr�equence
il faut passer dans un domaine fr�equentiel�

Repr�esentation de Wigner
Ville Par analogie avec le cas stationnaire�
un spectre peut �etre obtenu �a partir de la fonction de multicorr�elation locale
en e�ectuant une transform�ee de Fourier des variables � vers des variables
fr�equentielles � pour obtenir
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La quantit�eWV
x

�q�

�p�
�t��	 est une repr�esentation temps�multifr�equence du signal

complexe x�t	 et est appel�ee repr�esentation de Wigner�Ville� A l�ordre �� cette
repr�esentation est maintenant bien connue ����� Elle a �et�e introduite �a l�ordre
� par N� Gerr en 
�
� �
�� et �etendue �a tout ordre par J� Fonollosa �����



���� Repr�esentations temps�multifr�equence 
��

Cette derni�ere r�ef�erence et �
�
� contiennent de nombreuses propri�et�es de la
repr�esentation de Wigner�Ville�

La repr�esentation de Wigner�Ville d�ordre � avec p ! � s��ecrit alors
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L�int�er�et des repr�esentations de Wigner�Ville appara��t dans le paragraphe
suivant�

Classes G�en�erales Pour les signaux stationnaires� le multispectre est la
transform�ee de Fourier de la multicorr�elation qui est obtenue par moyennage
de la fonction de multicorr�elation locale� Si l�on examine la repr�esentation de
Wigner�Ville� on s�aper�coit que cette structure est conserv�ee� au moyennage
pr�es� Tous les �ev�enements contenus dans un signal� qu�ils soient �eloign�es ou non
de la date de r�ef�erence t participent avec le m�eme �poids� �a la repr�esentation
en t� Or� il est l�egitime d�accorder plus d�importance aux instants proches de
l�instant d�analyse�

Une fa�con de r�ealiser cela est de pond�erer la multicorr�elation locale avant
d�e�ectuer la transform�ee de Fourier� Puisque la fonction de multicorr�elation lo�
cale d�epend �a la fois de t et de � � la pond�eration la plus g�en�erale doit d�ependre
�egalement de t et � �

Un autre point de vue pour comprendre cette pond�eration est de con�
sid�erer la fonction de multicorr�elation comme un estimateur de la multi�
corr�elation des moments d�un signal al�eatoire� Pour passer au multispectre�
il faut alors �apodiser� en temps et/ou lisser en fr�equence�

Une fen�etre de pond�eration sera alors F �t� �	 o�u la d�ependance en t
correspond au lissage et la d�ependance en � concerne l�apodisation� Prendre la
transform�ee de Fourier de la fonction de multicorr�elation locale ainsi pond�er�ee
conduit �a la d�e�nition de repr�esentations temps�multifr�equence sous la forme
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L�ensemble de ces repr�esentations �param�etr�ees par F 	 d�e�nit une classe
g�en�erale des repr�esentations temps�multifr�equence d�ordre p $ q�

Les propri�et�es d�une repr�esentation de cette classe g�en�erale d�ependent
alors �evidemment de la fonction de pond�eration F � Toutefois� aux ordres pairs
sym�etriques �p ! q	� toutes les repr�esentations de ces classes poss�edent la co�
variance par translation temporelle et par translation fr�equentielle� Autrement
dit� d�ecaler un signal en temps d�ecale d�autant suivant t la repr�esentation
temps�multifr�equence�




�� Signaux non stationnaires

Il est �evident que la repr�esentation de Wigner�Ville appartient �a la classe
g�en�erale� On montre alors facilement que toute repr�esentation de la classe
g�en�erale d�ordre p $ q s�obtient comme convolution multidimensionnelle de la
repr�esentation de Wigner�Ville d�ordre p $ q�

R
x

�q�

�p�
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o�u .�t��	 est la transform�ee de Fourier selon � de F �t� � 	� L�argument de
sym�etrie pris pour la d�e�nition de la transform�ee de Wigner�Ville peut alors
se transf�erer dans la fonction de pond�eration� Cette remarque permet de com�
prendre l�importance de la disposition des instants dans la multicorr�elation
locale � des choix di��erents de cette disposition n�alt�erent pas l�information
mais conduisent �a des repr�esentations �de l�information	 di��erentes�

Pour illustrer la structure de la classe de Cohen� reprenons l�exemple
r�ecurrent de l�ordre �� et lissons la repr�esentation de Wigner�Ville du signal
x�t	 par la repr�esentation de Wigner�Ville d�une fen�etre h�t	� On montre alors

facilement que M
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x�h�t� ��	ST

�
x�h�t� ��	�

o�u STx�h�t� �	 est la transform�ee de Fourier �a court terme de x�t	 �a travers la
fen�etre h�t	 d�e�nie par

STx�h�t� �	 !

Z
x�� 	h��t� � 	 exp������ 	d��

La repr�esentation M
x

���

���
�t��	 rejoint l�intuition � elle appara��t comme une ver�

sion instantan�ee d�un multispectre fond�e sur les moments� Par analogie avec
le spectrogramme� cette repr�esentation est appel�ee multispectrogramme et est
la repr�esentation temps�multifr�equence la plus intuitive�

Remarques sur une construction axiomatique Les rappels e�ectu�es sur
les repr�esentations bilin�eaires ont montr�e l�aspect axiomatique de leur con�
struction� Cette construction est �egalement possible pour les repr�esentations
temps�multifr�equence�

Le principe de cette construction repose sur les signi�cations souhait�ees
d�une repr�esentation temps�multifr�equence�

Tout d�abord� une repr�esentation d�ordre p $ q a pour vocation d��etaler
�l��energie d�ordre p $ q� dans un hypercube temps�multifr�equence� La forme
g�en�erale est donc multilin�eaire� et comme pour l�ordre deux� nous obtenons
une forme g�en�erique en pond�erant les produits de p$q valeurs du signal pris �a
des instants di��erents� La forme multilin�eaire d�un signal x�t	 la plus g�en�erale
est
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���� Repr�esentations temps�multifr�equence 
�


Pour �etre utilisable� cette forme doit subir quelques contraintes� Or� une
repr�esentation temps�multifr�equence doit poss�eder certaines propri�et�es� plus
ou moins naturelles� Imposer ces propri�et�es �a la forme g�en�erale permet de
r�eduire sa complexit�e�

Nous proposons ici quelques propri�et�es �


� Dans le cas stationnaire� la repr�esentation devra �etre ind�ependante du
temps�

�� Les marginales doivent permettre de retrouver les puissances instan�
tan�ees et spectres d�ordre sup�erieur�

�� Les repr�esentations seront covariantes par translations temporelle et fr�e�
quentielle�

�� Les supports des signaux seront conserv�es�

�� Le signal pourra �etre retrouv�e �a partir des repr�esentations�

�� les repr�esentations seront compatibles avec le �ltrage lin�eaire et les mo�
dulations produits�

�� � � �

Ces propri�et�es constituent des v�ux� et toutes ne seront pas forc�ement
respect�ees�

Toutefois� la propri�et�e � permet une simpli�cation �etonnante puisque
l�imposer �a la forme g�en�erale conduit �a la classe g�en�erale �voir �
��	� Ce fait
remarquable montre que la construction fond�ee sur l�intuition est valide�

����� Extension aux signaux al�eatoires

A�n de traiter des signaux al�eatoires non�stationnaires� il est n�ecessaire
d��etendre les r�esultats pr�ec�edents au cas al�eatoire� Nous nous limiterons �a la
version al�eatoire de la repr�esentation de Wigner�Ville�

Multispectre de Wigner
Ville fond�e sur les moments L�id�ee sim�
ple pour d�e�nir le multispectre de Wigner�Ville est de prendre l�esp�erance

math�ematique de la repr�esentation de Wigner�Ville� c�est��a�dire E�R
x

�q�

�p�
�t��	��

Sous des hypoth�eses de m�elange �sommabilit�e des moments	� Blanc�Lapierre
et Fortet ���� ont montr�e que l�esp�erance math�ematique commute avec les
int�egrales� Ainsi� la d�e�nition du multispectre de Wigner�Ville fond�e sur les
moments est
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�� Signaux non stationnaires

Explicitement� �a l�ordre � pour p ! �� cette d�e�nition devient
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Importance de la classe g�en�erale Un probl�eme crucial lev�es par les si�
gnaux al�eatoires non stationnaires est celui de l�estimation des grandeurs statis�
tiques qui les d�ecrivent� En e�et� nous ne disposons en g�en�eral que d�une
r�ealisation du signal� Les m�ethodes du type p�eriodogramme moyenn�e ap�
pliqu�ees sur les signaux stationnaires ne sont donc plus envisageables� Les
seuls moyens disponibles sont du type moyennage par lissage�

Ces lissages sont de deux types � lissage temporel et lissage fr�equentiel�
Nous avons d�ej�a rencontr�e cette interpr�etation lors de la discussion sur la classe
g�en�erale� En fait� l�estimation du multispectre de Wigner�Ville s�e�ectue en
apodisant la multicorr�elation locale �construite �a partir de la r�ealisation du si�
gnal al�eatoire observ�ee	 et en lissant temporellement par une fen�etre ad�equate�
L�estimateur le plus g�en�eral s��ecrit donc
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La classe g�en�erale appara��t donc sous un jour nouveau � elle est l�ensemble
des estimateurs du multispectre de Wigner�Ville fond�e sur les moments� Il est
�evident que la classe de Cohen conduit �a des estimations biais�ees �a cause de la
relation ���
�	� Les variances d�estimation �non calcul�ees	 sont d�ordre ��p $
q	 et d�ependent des fen�etres de pond�eration choisies� Ces variances limitent
l�utilisation de repr�esentations d�ordres �elev�es�

Repr�esentation fond�ee sur les cumulants Les constructions pr�ec�edentes
ont �et�e e�ectu�ees sur les moments� Or� comme il appara��t souvent au cours de ce
livre� les statistiques d�ordre sup�erieur les plus utilis�ees sont les cumulants� pour
leurs diverses propri�et�es ��distance� �a la gaussianit�e� mesure d�ind�ependance�
� � � 	� Pour les signaux al�eatoires non stationnaires� il est tout �a fait possible
de d�e�nir les multispectres de Wigner�Ville fond�es sur les cumulants� Il su�t
pour cela de remplacer dans ���
�	 l�op�erateur esp�erance math�ematique par
l�op�erateur cumulant� A l�ordre � pour p ! � et q ! �� cette d�e�nition conduit
�a
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L�estimation de tels multispectres est �evidemment plus di�cile que l�estimation
des multispectres fond�es sur les moments� et leur utilisation est tr�es limit�ee�
Toutefois� le maniement th�eorique des objets fond�es sur les cumulants peut con�
duire �a d�evelopper des id�ees de traitement� dont les implantations num�eriques
utilisent d�autres techniques �voir par exemple �

�	�

Pour conclure ce petit aper�cu sur les repr�esentations temps�
multifr�equence� mentionnons la possibilit�e de r�eduire leur complexit�e �tout
en perdant de l�information	 en e�ectuant des coupes ou en sommant la
repr�esentation selon certaines fr�equences pour obtenir des repr�esentations
temps�fr�equence� mais fond�ees sur les ordres sup�erieurs� Ce genre d�id�ee fait
l�objet de la premi�ere partie de la section suivante qui pr�esente quelques autres
approches�

����� Quelques autres approches

Temps
fr�equence polyn�omial Une propri�et�e de la repr�esentation de
Wigner�Ville bilin�eaire est de se concentrer id�ealement sur les modulations
lin�eaires de fr�equence �ou �chirp�	 � la repr�esentation est alors une droite
dans le plan temps�fr�equence et re��ete compl�etement la structure du signal�
Pour d�autres types de modulation� il est parfois possible de trouver une
repr�esentation bilin�eaire qui se concentre id�ealement sur la loi de modulation�
Toutefois� pour des modulations polyn�omiales� des repr�esentations bilin�eaires
respectant cette concentration id�eale ne sont pas connues�

Un type particulier de repr�esentation temps�fr�equence a alors �et�e in�
troduit ���� 
�� 
���� L�id�ee est de construire une repr�esentation non plus
sur un noyau bilin�eaire mais sur un noyau multilin�eaire et de pro�ter de
l�augmentation du nombre de degr�es de libert�e pour concentrer id�ealement
l�objet sur une modulation polyn�omiale�

Ces repr�esentations peuvent �etre quali��ees d�adapt�ees car elle ne r�ev�elent
intimement la structure que d�un type de signal� De plus un de leurs
probl�emes est la multilin�earit�e qui en cas de m�elanges de plusieurs signaux
provoque un grand nombre d�interf�erences� Quoiqu�il en soit� l�utilisation de
ces repr�esentations adapt�ees peut s�av�erer int�eressante dans des circonstances
tr�es particuli�eres�

La transform�ee bicorspectrale P� Duvaut et ses collaborateurs ont d�e�ni
une alternative aux repr�esentations temps�multifr�equence �a l�ordre trois� Cette
transform�ee appel�ee bicorspectrale ���� s��ecrit

Bx�g�t� �	 !
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o�u xg�t	 repr�esente le signal x�t	 pond�er�e par une fen�etre d�apodisation g�t	
de longueur �T �




�� Signaux non stationnaires

Cette transform�ee s�interpr�ete comme l�intercorr�elation entre le signal
et sa repr�esentation de Wigner�Ville d�ordre �� Cette remarque autorise une
implantation num�erique ais�ee�

De plus� dans le cas stationnaire� la transform�ee de Fourier de Bx�g�t� �	
constitue un estimateur asymptotiquement non biais�e du bispectre �dans le
cas de signaux centr�es	�

Des textures ont �et�e analys�ees �a l�aide de cette transform�ee qui s�av�ere
utile dans des contextes de classi�cation�



Chapitre �

Filtres de Volterra

La place d�un chapitre sur les �ltres non lin�eaires dans un livre d�edi�e
aux statistiques d�ordre sup�erieur peut para��tre �etrange� Cette place devient
naturelle d�es que l�on examine d�un peu plus pr�es le contenu du vocable �non�
lin�eaire��

Nous avons vu jusqu�ici que les statistiques d�ordre sup�erieur sont int�e�
ressantes lorsque les signaux consid�er�es sont non gaussiens� Or� les syst�emes
non lin�eaires engendrent en g�en�eral des signaux non gaussiens� et l�utilisation
des SOS pour la description de ces syst�emes est n�ecessaire� Contrairement au
cas des syst�emes lin�eaires� l�analyse du non lin�eaire requiert d�aller au�del�a de
l�ordre �� Pour s�en convaincre� consid�erons l�exemple simple suivant�

Soit x une variable al�eatoire de moyennem� La moyenne de toute fonction
lin�eaire de x est �evidente �a calculer puisque l�esp�erance math�ematique est un
op�erateur lin�eaire� Soit maintenant la variable al�eatoire y ! jxj� fonction non
lin�eaire de x� Calculer la moyenne de y n�ecessite de conna��tre les probabi�
lit�es qu�a x d��etre n�egative ou positive� Conna��tre ces probabilit�es revient �a
conna��tre la densit�e de probabilit�e de x� et donc de mani�ere �equivalente� de
conna��tre l�ensemble de ses moments  

Une autre di��erence de taille entre le lin�eaire et le non�lin�eaire r�eside dans
la pr�esence du �non�� Si la lin�earit�e est parfaitement d�e�nie� la non�lin�earit�e
est une �non�propri�et�e� � il existe une in�nit�e de types de non�lin�earit�es�
Temp�erons en pr�ecisant que des classes de non�lin�earit�es peuvent �etre cons�
truites� mais insistons sur le fait qu�une uni�cation para��t impossible� Cette
remarque conduit les utilisateurs de non�lin�eaire �a restreindre leurs domaines
d��etude �a certaines classes de non�lin�earit�es�

Dans cette optique� nous nous concentrerons dans ce chapitre sur un type
particulier de syst�emes non lin�eaires � les �ltres de Volterra� Toutefois� quelques
autres types de �ltres non lin�eaires seront mentionn�es en conclusion�

Nous commencerons par pr�esenter les �ltres de Volterra �a temps continu�
L�examen de ces �ltres permettra d�appr�ehender leur comportement� En vue
d�applications� le cas des �ltres �a temps discret sera pr�esent�e en d�etail� et le
probl�eme de leur identi�cation en moyenne quadratique d�evelopp�e� En�n� une


��




�� Filtres de Volterra

application des �ltres de Volterra viendra conclure le chapitre�

��� Filtres de Volterra �a temps continu

Dans ce premier paragraphe� nous donnons la d�e�nition des �ltres
de Volterra �a temps continu� Pour comprendre leur fonctionnement� la
repr�esentation fr�equentielle de ces �ltres est �egalement pr�esent�ee� De plus�
le calcul de quelques statistiques entr�ee�sortie permet d��etudier ces �ltres en
pr�esence de signaux al�eatoires�

����� D�e�nition en temps et interpr�etations

Soient deux signaux x�t	 et y�t	 reli�es par la relation fonctionnelle

y�t	 ! F �x�t		�

La notation peut para��tre ambig'ue� F ��	 est une fonctionnelle�� et son appli�
cation �a x�t	 fait intervenir les valeurs pass�ees et futures de ce signal� Dans un
cas plus g�en�eral� F ��	 peut d�ependre explicitement du temps et s��ecrire F ��� t	�
Toutefois� nous n�envisageons pas cette possibilit�e ici� Nous supposons que
cette fonctionnelle est continue et qu�elle poss�ede le d�eveloppement suivant�
dit de Volterra��������������

y�t	 ! h� $
��X
i��

fi�x�t		

fi�x�t		 !

Z
hi���� � � � � �i	x�t� ��	 � � � x�t� �i	d� �

���
	

La fonction hi���� � � � � �i	 est appel�ee noyau d�ordre i du d�eveloppement� La
fonctionnelle multilin�eaire fi�x�t		 est dite homog�ene car elle ne comporte que
des termes du m�eme ordre� et par suite� fi�ax�t		 ! aifi�x�t		 pour tout nombre
a� On l�appelle �ltre homog�ene d�ordre i�

Les noyaux sont en g�en�eral consid�er�es comme insensibles �a toute permu�
tation de leurs variables� Ils sont alors dits sym�etriques� Par exemple� nous
supposerons toujours que le noyau quadratique v�eri�e h����� ��	 ! h����� ��	�
Si le noyau n�est pas sym�etrique� alors il su�t de le remplacer par �h����� ��	$
h����� ��		�� qui est sym�etrique et qui conduit �a la m�eme sortie y�t	 �

���
Cette m�ethode se g�en�eralise �a tous les ordres�

�Une fonctionnelle est une fonction de fonction�
�Les int�egrales sont prises de �� 
a ��� sauf mention explicite� De plus les int�egrales

multiples sont repr�esent�ees sous forme d�un seul signe somme 
 s�il n�y a pas ambigu��t�e 
 et
les �el�ements di��erentiels not�es sous forme vectorielle�
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Un d�eveloppement de Volterra appara��t donc comme une g�en�eralisation
des d�eveloppements de Taylor� en y int�egrant de la m�emoire et de l�anticipation�
puisqu�il consiste �a ajouter des termes polyn�omiaux au lin�eaire� En e�et� le
d�eveloppement tronqu�e �a l�ordre 
 n�est autre qu�un �ltre lin�eaire liant x �a y�
et l�on retrouve l��equation de convolution

y��t	 ! h� $

Z
h����	x�t� ��	d���

Si le terme d�ordre � est ajout�e� nous obtenons un �ltre lin�eaire�quadratique
qui s��ecrit

y��t	 ! y��t	 $

Z
h����� ��	x�t� ��	x�t� ��	d��d���

Nous parlerons ici de �ltres de Volterra� par extension du cas lin�eaire qui n�est
autre qu�un d�eveloppement de Volterra du premier ordre� Toutefois� le terme de
d�eveloppement de Volterra est aussi utilis�e� En fait� deux visions �equivalentes
des �ltres de Volterra peuvent �etre pr�esent�ees� selon les points de vue adopt�es �
�ltrage ou identi�cation�

Pour le �ltrage� une structure particuli�ere est donn�ee a priori � un
�ltre de Volterra est un �ltre polyn�omial �par rapport �a l�entr�ee	 avec
m�emoire et anticipation� Pour l�identi�cation� la relation fonctionnelle sup�
pos�ee non lin�eaire entre deux signaux est approch�ee par un d�eveloppement
de type Taylor avec m�emoire� Dans ce contexte� le terme utilis�e est alors
d�eveloppement de Volterra� Mais bien �evidemment� ces deux points de vue se
raccordent� puisqu�en g�en�eral� l�identi�cation d�une relation est param�etrique �
elle s�e�ectue dans une classe donn�ee d�objets d�ependant de param�etres�

La question importante est celle de la validit�e du d�eveloppement de
Volterra comme approximation d�un lien suppos�e non lin�eaire� L��etude de cette
validit�e est complexe et nous ne donnons que quelques �el�ements de r�eponse�
ces th�eories d�epassant l�objet de ce livre� L��etude des d�eveloppements de fonc�
tionnelles en s�eries de Volterra remonte au d�ebut du si�ecle avec les travaux
de Maurice Fr�echet ����� Le r�esultat principal de ses investigations est le sui�
vant � l�ensemble des fonctionnelles de Volterra forme un syst�eme complet dans
l�ensemble des fonctionnelles continues� Il en r�esulte que les syst�emes F con�
tinus� r�ealisables� peuvent �etre approch�es avec une pr�ecision arbitrairement
grande �a l�aide de d�eveloppements de Volterra �au moins sur un horizon de
temps �ni	�

����� Crit�eres physiques

Les signaux trait�es en th�eorie du signal sont soit certains� soit al�eatoires�
Pour rester proche de la physique� ces signaux doivent poss�eder des propri�et�es
de type �energie �nie ou puissance moyenne �nie� De plus� pour approcher des
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syst�emes physiques par des d�eveloppements de Volterra� ceux�ci se doivent de
respecter certaines conditions de stabilit�e�

Examinons les conditions assurant cette stabilit�e � Le crit�ere retenu ici est
la stabilit�e �BIBO� �

��� ou �Bounded Input�Bounded Output�� qui signi�e
qu��a une entr�ee born�ee correspond une sortie born�ee �voir le chapitre �	�

Soit donc x�t	 un signal born�e � jx�t	j � C 	 $�	� Alors� la sortie y�t	
d�un �ltre de Volterra homog�ene d�ordre i est born�ee si

jy�t	j ! j
Z

hi���� � � � � �i	x�t� ��	 � � � x�t� �i	d� j 	 $��

Or�

jy�t	j �
Z
jhi���� � � � � �i	x�t� ��	 � � � x�t� �i	jd�

� C i

Z
jhi���� � � � � �i	jd� �

et donc une condition su�sante de stabilit�e BIBO pour un �ltre homog�ene�

est Z
jhi���� � � � � �i	jd� 	 $�� ����	

Pour assurer la stabilit�e du syst�eme global� il faut assurer ����	 pour tout i�
Notons que cette condition n�est que n�ecessaire�

Venons�en au second probl�eme� Si nous souhaitons repr�esenter des si�
gnaux physiques comme sorties de �ltres de Volterra� il est l�egitime de se
limiter aux signaux d��energie �nie� c�est��a�dire appartenant �a L��R	 dans le
cas de signaux certains� ou �a f ��� pour les signaux al�eatoires�� Les traitements
�etant ici similaires� nous ne regardons que le cas de signaux certains�

Quelles sont les contraintes �a donner aux entr�ees et aux noyaux pour
qu�une sortie soit dans L��R	� Consid�erons yi�t	 la sortie d�un �ltre homog�ene
d�ordre i� Nous souhaitons obtenir

R jyi�t	j�dt 	 $�� Or�Z
jyi�t	j�dt !

Z
j
Z

hi�� 	
iY

j��

x�t� �j	d� j�dt

�
Z Z Z

jhi�� 	hi��
�	j j

iY
j��

x�t� �j	
iY

j��

x�t� � �j	jd�d� �dt

�
Z Z

jhi�� 	hi��
�	jd�d� �

Z
jx�t	j�idt�

�Cette condition est n�ecessaire uniquement dans le cas lin�eaire� i�e� i � �� Pour i � �� il
est possible de construire des noyaux non int�egrables qui g�en�erent un �ltre stable ������

�Pour la d�e�nition des classes f �i� de Blanc�Lapierre et Fortet� se reporter au paragraphe
������

�Nous remplacerons parfois hi���� � � � � �i	 par hi�� 	�
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la derni�ere in�egalit�e provenant de l�in�egalit�e de Schwartz� Donc� si
R jx�t	j�idt 	

$�� i�e� x�t	 � L�i�R	� et
R jh�� 	jd� 	 $�� alors

R jyi�t	j�dt 	 $�� Ainsi�
pour que yi�t	 soit d��energie �nie� et donc poss�ede une transform�ee de Fourier� il
est su�sant que le �ltre homog�ene soit stable et que l�entr�ee soit choisie dans
L�i�R	� Pour �etendre ces r�esultats au �ltre global ���
	� il faut que tous les
�ltres homog�enes soient stables et que x�t	 soit dans L��R	� Cette condition
n�est que n�ecessaire� Pour les signaux al�eatoires� il faut que tous les �ltres
homog�enes soient stables et que x�t	 soit dans f ����

Ces crit�eres physiques assurent la bonne ad�equation entre th�eorie et si�
gnaux r�eels� De plus� il permettent d�aborder la pr�esentation des �ltres dans le
domaine de Fourier� o�u d�autres sp�eci�cit�es des �ltres de Volterra appara��ssent�

����� Point de vue fr�equentiel

Il est bien connu que la quadration de signaux �a fr�equence pure provoque
un doublement de fr�equence �e�et rendu spectaculaire en optique non lin�eaire	�
Aussi� l�interpr�etation et la compr�ehension des ph�enom�enes non lin�eaires peu�
vent �etre rendues ais�ees dans le domaine de Fourier� Ainsi� il est important dans
certaines applications de conna��tre l��equivalent du d�eveloppement de Volterra
dans le domaine fr�equentiel� Nous supposerons que les di��erentes grandeurs
x�t	 � hi�� 	 et y�t	 poss�edent des transform�ees de Fourier� ce qui est assur�e si
les crit�eres du paragraphe pr�ec�edent sont respect�es�

Etant donn�ee la lin�earit�e de la transformation de Fourier � il vient

Y ��	 ! TF �y�t	� ! h����	 $

��X
i��

TF �fi�x�t		��

L��evaluation de la transform�ee de Fourier de fi�x�t		 s�e�ectue de la fa�con
suivante� En utilisant �a nouveau la lin�earit�e de la transform�ee de Fourier� il
vient

TF �fi�x�t		� !

Z
hi�� 	TF �x�t� ��	 � � � x�t� �i	�d� �

Or� il est facile de montrer que pour un signal x�t	

TF �
iY

j��

x�t	� !

Z
X���	 � � �X��i��	X�� � �� � � � � � �i��	d��

o�u d� ! d�� � � � d�i��� Par suite� on obtient

TF �fi�x�t		� !

Z
hi�� 	

Z
X���	 � � �X��i��	X�� � �� � � � � � �i��	

exp������
i��X
k��

�k�k		 exp������� � �� � � � � � �i��	�i	d�d� �




�� Filtres de Volterra

soit en�n

TF �fi�x�t		� !

Z
Hi���� � � � � �i��� � � �� � � � � � �i��	

� X���	 � � �X��i��	X�� � �� � � � � � �i��	d��

L�expression cherch�ee est �nalement

Y ��	 ! h����	 $
��X
i��

Z
Hi���� � � � � �i��� � � �� � � � � � �i��	

� X���	 � � �X��i��	X�� � �� � � � � � �i��	d�� ����	

o�u Hi���� � � � � �i	 est la transform�ee de Fourier du noyau hi���� � � � � �i	� Notons
que les sym�etries suppos�ees des noyaux impliquent �evidemment des sym�etries
sur les Hi��	� Ces fonctions sont insensibles �a toute permutation de leurs vari�
ables� et v�eri�ent Hi��	 ! H�

i ���	 puisque les noyaux sont �a valeurs r�eelles�
D�autres sym�etries existent mais sont di�ciles �a mettre en �evidence de mani�ere
g�en�erale� La sym�etrie pour i ! � sera examin�ee au paragraphe ����
�

Le r�esultat ����	 est valide pour des signaux poss�edant une transform�ee
de Fourier �au sens des fonctions	� Lorsque les signaux d�entr�ee ne poss�edent
pas de transform�ee de Fourier� il est tout de m�eme possible �a l�aide de la th�eorie
des distributions temp�er�ees de d�e�nir une version fr�equentielle des �ltres de
Volterra �
��� L�utilisation des distributions est� par exemple� utile lorsque l�on
traite des signaux harmoniques�

La forme ����	 englobe bien �evidemment le cas particulier du �ltre lin�eaire
pour lequel la sortie en fr�equence est �egale au produit entre la fonction de
transfert H���	 et la transform�ee de Fourier de l�entr�ee� Remarquons de plus
la structure �un peu� simpli��ee du �ltre par le passage en fr�equence� Il s�agit
toujours d�une sorte de convolution� mais dont l�ordre est abaiss�e de 
 par rap�
port �a la version temporelle� En�n� l�interaction entre les diverses composantes
fr�equentielles de l�entr�ee appara��t clairement sur la version fr�equentielle� A titre
d�exemple� examinons le cas d�un �ltre quadratique �ordre � seul	 attaqu�e par
une fr�equence pure �� d�amplitude unit�e� La sortie d�un tel �ltre s��ecrit

Y ��	 !



�
�H����� ��	��� � ���	 $ �H��������	 $ H������ ��	����	

$ H���������	��� $ ���		� ����	

Cet exemple met en �evidence le ph�enom�ene de doublement de fr�equence avec
l�apparition dans la sortie y�t	 de la fr�equence double de l�entr�ee� et l�interaction
non lin�eaire entre les fr�equences �� et ��� de l�entr�ee qui cr�ee une composante
continue dans la sortie�

Nous conviendrons d�appeler les fonctions Hi���� � � � � �i	 fonctions de
transfert d�ordre i du �ltre de Volterra� Ces fonctions pond�erent� comme on
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l�a remarqu�e dans l�exemple pr�ec�edent� les interactions non lin�eaires entre les
diverses fr�equences du signal� Elles indiquent de plus quelles fr�equences ont in�
teragi� Dans ����	� H����� ��	�������	 indique que ��� provient de l�interaction
quadratique entre �� et elle�m�eme� H������ ��	���	 montre que la fr�equence
nulle provient du couplage entre les composantes ��� et �� du signal d�entr�ee�

Ces interactions peuvent �egalement �etre mises en �evidence dans le cas de
signaux al�eatoires en examinant des statistiques entr�ee�sortie�

����� Cas des signaux al�eatoires � statistiques entr�ee


sortie

Pour le cas de signaux al�eatoires� les statistiques de la sortie et les statis�
tiques entr�ee�sortie sont fondamentales pour comprendre quels e�ets produit
un �ltre de Volterra� Toutefois� le caract�ere polyn�omial des �ltres rend le calcul
de ces statistiques excessivement lourd� Nous nous limiterons donc �a �evaluer
les statistiques d�ordre � de la sortie� et certaines statistiques d�ordre �� unique�
ment dans le cas de �ltres lin�eaire�quadratique � Ces quelques calculs mettront
en lumi�ere le comportement des �ltres de Volterra�

Soit donc x�t	 un signal al�eatoire stationnaire centr�e� et soit y�t	 la sortie
d�un �ltre lin�eaire�quadratique excit�e par x�t	

y�t	 ! h� $

Z
h��� 	x�t� � 	d� $

Z
h����� ��	x�t� ��	x�t� ��	d��d���

La premi�ere statistique est la moyenne de y�t	� Elle s��ecrit

E�y�t	� ! h� $

Z
h����� ��	Cx ���

��� � ��	d��d���

Cette �equation montre que la stationnarit�e d�ordre � de l�entr�ee et la station�
narit�e du �ltre implique la stationnarit�e d�ordre 
 de la sortie� D�une mani�ere
plus g�en�erale� pour un �ltre lin�eaire�quadratique stationnaire� la stationnarit�e
d�ordre �p de l�entr�ee assure la stationnarit�e d�ordre p de la sortie� Nous sup�
poserons cette condition v�eri��ee�

La corr�elation de y�t	 est donn�ee par C
y ���

��	 ! Cum�y�t	� y�t $ �	��

Etant donn�e la multilin�earit�e des cumulants et leur invariance par translation�
le calcul conduit �a

C
y ���

��	 !

Z Z
h��� 	h���

�	C
x ���

�� � � � $ � 	d�d� �

$

Z Z
h��� 	h����� ��	Cx ���

��� � ��� � � � $ ��	d�d��d��

$

Z Z
h��� 	h����� ��	Cx ���

��� � ������ � $ ��	d�d��d��
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$

Z Z
h����� ��	h���

�
�� �

�
�	

� �C
x ���

��� � ��� � $ �� � � ��� � $ �� � � ��	 $

�C
x ���

��� � �� $ ��	Cx ���
��� � �� $ ��	�d��d��d�

�
�d�

�
��

o�u l�on rappelle que C
x ���

���� ��	 ! Cum�x�t	� x�t $ ��	� x�t $ ��	� et

C
x ���

���� ��� ��	 ! Cum�x�t	� x�t$ ��	� x�t$ ��	� x�t$ ��	�� Le point int�eressant

�a noter est l�interaction statistique qui appara��t entre les termes lin�eaire et
quadratique via les statistiques d�ordre �� Il est donc tr�es di�cile de chi�rer
l�in�uence du terme quadratique sur la sortie� puisqu�il intervient �a la fois seul
et par le couplage avec le lin�eaire�

Si l�entr�ee est gaussienne� les parties lin�eaire et quadratique se d�ecouplent�
et l�analyse des contributions �a la sortie des deux termes est plus ais�ee� En e�et�
sous l�hypoth�ese x�t	 gaussien� par suite de l�annulation des multicorr�elations
d�ordre sup�erieur �a �� la corr�elation de y�t	 se r�eduit �a

C
y ���

��	 !

Z Z
h��� 	h���

�	C
x ���

�� � � � $ � 	d�d� �

$ �

Z Z
h����� ��	h���

�
�� �

�
�	

� C
x ���

�� � � �� $ ��	Cx ���
�� � � �� $ ��	d��d��d�

�
�d�

�
��

Par suite de la non�lin�earit�e du �ltre� les multicorr�elations d�ordre sup�erieur
�a � de y�t	 sont non nulles� Ces multicorr�elations pourraient se calculer de la
m�eme mani�ere� mais conduisent �a des calculs tr�es fastidieux�

D�autres statistiques int�eressantes ici sont les statistiques d�interaction
entr�ee�sortie� puisqu�elles permettent de comprendre comment s�e�ectue le
transfert d��energie entre x�t	 et y�t	� Commen�cons par l�intercorr�elation
C
y�x ���

��	 ! Cum�y�t	� x�t$ �	� pour une entr�ee non gaussienne

C
y�x ���

��	 !

Z
h��� 	C

x ���
�� $ � 	d�

$

Z
h����� ��	Cx ���

��� � ��� � $ ��	d��d��� ����	

L�interbicorr�elation C
y�x ���

���� ��	 ! Cum�y�t	� x�t$ ��	� x�t$ ��	� s��ecrit

C
y�x ���

���� ��	 !

Z
h��� 	C

x ���
��� $ �� �� $ � 	d�

$

Z
h����� ��	�Cx ���

��� � ��� �� $ ��� �� $ ��	 $

�C
x ���

��� $ ��	Cx ���
��� $ ��	�d��d��� ����	
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Encore une fois� ces deux statistiques d�interaction font clairement appara��tre
le couplage entre les termes lin�eaire et quadratique� De plus� elles sugg�erent une
m�ethode pour trouver les noyaux h��� 	 et h����� ��	 lorsqu�elles sont connues
et que les statistiques de l�entr�ee sont �a disposition � il su�t de r�esoudre le
syst�eme d��equations int�egrales d�e�ni par ����	 et ����	  

Ces di��erentes relations entr�ee�sortie ont �evidemment leurs �equivalents
dans le domaine fr�equentiel� Nous les donnons dans le cas o�u x�t	 est suppos�e
gaussien� Alors le spectre de y�t	 s��ecrit pour une fr�equence � non nulle

S
y ���

��	 ! jH���	j�S
x ���

��	 $ �

Z
jH����� � � ��	j�Sx ���

���	Sx ���
�� � ��	d���

L�interspectre entre y�t	 et x�t	 est �puisqu�il n�y a pas d�interaction entre le
lin�eaire et le quadratique	

S
y�x ���

��	 ! H�
� ��	S

x ���
��	�

alors que l�interbispectre prend la forme

S
y�x ���

���� ��	 ! �H�
� ���� ��	Sx ���

���	Sx ��� ���	�

Ces deux derni�eres �equations permettent� dans le cas gaussien� d�obtenir les
noyaux lin�eaire et quadratique�

����� Mod�eliser et d�etecter une non
lin�earit�e

Dans beaucoup de domaines de la physique� l�approximation lin�eaire
est faite� souvent �a bon escient� mais �egalement souvent par souci de sim�
plicit�e� Toutefois� des probl�emes curieux ne peuvent �etre trait�es dans cette
approximation� et des mod�elisations non lin�eaires doivent �etre adopt�ees� A
titre d�exemple� examinons le doublement de fr�equence en optique ��
��

Lorsque la lumi�ere traverse un mat�eriau� le champ �electrique exerce une
force de polarisation sur les �electrons �cet e�et joue surtout sur les �electrons
de valence� ou �electrons assurant la liaison entre atomes	� Lorsque la source
lumineuse est peu puissante� la polarisation est en g�en�eral lin�eaire en fonction
des champs� soit P ! 
�E o�u 
� est appel�ee susceptibilit�e �electrique� L�e�et
est ici une petite perturbation sur le champ liant l��electron �a l�atome� Par
contre� si le champ �electrique est puissant� soit de l�ordre de grandeur du
champ liant l��electron �a l�atome� les e�ets du champ �electrique ne peuvent plus
�etre consid�er�es comme perturbations et la loi liant la polarisation au champ
�electrique n�est plus lin�eaire� Les physiciens ont alors mod�elis�e cette loi selon

P ! 
�E$ 
�EE$ 
�EEE$ � � � �
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o�u les termes 
i sont des tenseurs et o�u EE repr�esente le produit tensoriel de
E par lui�m�eme� Les �etudes se limitent souvent �a l�ordre �� et le d�eveloppement
pr�ec�edent se r�e�ecrit pour la i��eme composante de P

Pi !
X
j


�
i�jEj $

X
j�k


�
i�j�kEjEk�

Cette derni�ere relation n�est autre qu�un �ltrage lin�eaire�quadratique  
Si le champ incident est une onde plane de fr�equence �� la derni�ere

�equation montre que la polarisation va osciller non seulement �a � mais
�egalement �a ��� Or� dans les mat�eriaux l�in�uence de la polarisation dans les
�equations de Maxwell peut �etre vue comme un terme source� Donc� le terme en
�� de la polarisation �g�en�ere� un terme en �� sur le champ �electrique� terme
qui se propagera �a travers le mat�eriau et sera vu en sortie�

Cet exemple montre que les d�eveloppements de Volterra sont utiles pour
mod�eliser des non�lin�earit�es et par suite pour les d�etecter� En fait� la d�etection
des non�lin�earit�es utilise deux outils� Les �ltres de Volterra pour la mod�eli�
sation� et les multispectres pour la d�etection� Pour illustrer ceci� nous nous
restreignons encore au cas lin�eaire�quadratique�

Soit y�t	 la sortie d�un �ltre lin�eaire�quadratique attaqu�e par un signal
x�t	� centr�e� gaussien� Le spectre de y�t	 s��ecrit pour une fr�equence � non nulle

S
y ���

��	 ! jH���	j�S
x ���

��	$

�

Z
jH����� � � ��	j�Sx ���

���	Sx ���
�� � ��	d��� ����	

et l�interspectre entre x�t	 et y�t	 est donn�e par

S
y�x ���

��	 ! H���	�S
x ���

��	� ���
	

Nous disposons des outils pour �evaluer la coh�erence entre x�t	 et y�t	� grandeur
qui chi�re la lin�earit�e entre ces deux signaux� La coh�erence est pour une
fr�equence non nulle

�y�x�����	 !
jS

y�x ���
��	j�

S
x ���

��	S
y ���

��	
�

En utilisant les r�esultats pr�ec�edents� elle s��ecrit

�y�x�����	 !
jH���	j�S

x ���
��	

jH���	j�S
x ���

��	 $ �
R jH����� � � ��	j�Sx ���

���	Sx ���
�� � ��	d��

�

Dans le cas d�un �ltre lin�eaire � elle vaut 
� alors que la pr�esence d�un terme
quadratique la rend inf�erieure �a l�unit�e� Toutefois� une coh�erence inf�erieure �a



���� Filtres de Volterra �a temps continu 
��


 ne signi�e pas forc�ement pr�esence d�une non�lin�earit�e� car un bruit pollu�
ant la sortie aurait le m�eme e�et� La coh�erence ne peut donc pas d�eceler les
non�lin�earit�es puisqu�en contexte r�eel� un bruit pollueur est toujours pr�esent�
Temp�erons en disant qu�une tr�es faible coh�erence doit nous mettre �la puce �a
l�oreille� quant �a l�existence d�une non�lin�earit�e de transfert�

Il est un outil mieux adapt�e aux non�lin�earit�es quadratiques� la bi�
coh�erence� Sa d�e�nition est un prolongement de celle de la coh�erence�
puisqu�elle s��ecrit

�y�x������� ��	 !
jS

y�x ���
���� ��	j�

S
x ���

���	Sx ���
���	Sy ��� ��� $ ��	

� ����	

Dans le cas que nous traitons� S
y�x ���

���� ��	 ! �S
x ���

���	Sx ���
���	H����� ��	�

permet d�obtenir la fonction de transfert d�ordre �� La bicoh�erence n�a alors
pas en g�en�eral de forme exploitable� mais une expression agr�eable peut �etre
obtenue �a partir du spectre de y�t	 �

��� En e�et� en rempla�cant dans ����	
H����� ��	 par sa valeur� puis en divisant par S

y ���
��	 on obtient

�y�x�����	 $



�

Z
�y�x������� � � ��	d�� ! 
�

Cette relation montre comment l��energie se transf�ere de l�entr�ee vers la sor�
tie� La contribution du lin�eaire est quanti��ee par la coh�erence� alors que la
contribution du quadratique est quanti��ee par le second terme� Pour une
fr�equence � de la sortie� il faut sommer toutes les contributions des fr�equences
�� et �� de l�entr�ee qui interagissent quadratiquement pour participer �a la
fr�equence � ! �� $ �� de la sortie� Ainsi� dans le cas lin�eaire�quadratique� la
bicoh�erence permet de quanti�er l�importance du quadratique dans le trans�
fert� De plus� son comportement est remarquable en pr�esence de fr�equences
pures
� Reprenons l�exemple pr�esent�e au paragraphe ��
�� concernant le pas�
sage d�une fr�equence pure �� dans un �ltre quadratique� Si l�on ne s�int�eresse
qu�aux fr�equences positives� une application directe de ����	 montre que

�y�x������� ��	 ! ���� � ��	���� � ��	�

Ce r�esultat signi�e que les fr�equences de x�t	 �� ! �� et �� ! �� ont interagi
quadratiquement pour former la fr�equence somme� ici ���� La bicoh�erence est
donc un outil adapt�e pour d�etecter des non�lin�earit�es quadratiques de transfert�
et elle sera utilis�ee dans le paragraphe ������	 pour d�emontrer la pr�esence d�une
non�lin�earit�e�

�Lorsque les signaux sont des fr�equences pures� les d�e�nitions donn�ees ne sont plus valides�
Il faut en toute rigueur donner des d�e�nitions en terme de distributions ou d�accroissements
harmoniques si une mod�elisation stochastique est adopt�ee� Toutefois� les r�esultats peuvent
se d�eduire des d�e�nitions pr�esent�ees� les d�emonstrations �etant faites �avec les mains�� Pour
des d�e�nitions pr�ecises� voir �����
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Sym�etries de la bicoh�erence La bicoh�erence entr�ee�sortie ����	 poss�ede les
sym�etries de l�interbispectre S

y�x ���
���� ��	 qui sont di��erentes des sym�etries

du bispectre Sx��� En e�et� les sym�etries sont en nombre plus restreint
puisque les seules relations sont maintenant S

y�x ���
���� ��	 ! S

y�x ���
���� ��	 !h

S
y�x ���

��������	
i�

� La premi�ere �egalit�e induit une sym�etrie par rapport �a la

premi�ere bissectrice alors que la deuxi�eme est une sym�etrie centrale par rap�
port �a l�origine� Ainsi� la connaissance de la bicoh�erence entr�ee�sortie est totale
sur le domaine f�� � �� � �g 
 f�� $ �� � �g� Pour le bispectre �et donc pour
�l�auto��bicoh�erence	 il faut ajouter la condition f�� � �g�

��� Filtres de Volterra discrets

Dans ce paragraphe� nous examinons les �ltres de Volterra discrets �a
ordre et m�emoire �nis� Les d�e�nitions donn�ees� nous pr�esentons la mise sous
forme vectorielle des �ltres en vue de leur utilisation pratique�

����� D�e�nitions

Nous pouvons� comme pour les multispectres� donner les d�e�nitions pour
des signaux discrets �a support in�ni� Ce sont les transpositions directes du cas
temps continu� En temps discret� on a����������������

y�n	 ! h� $
��X
i��

fi�x�n		

fi�x�n		 !
��X

k���
hi�k�� � � � � ki	x�n� k�	 � � � x�n� ki	�

En utilisant la transform�ee de Fourier en fr�equences r�eduites� nous obtenons
l�analogue de cette d�e�nition dans le domaine des fr�equences

Y ��	 ! h����	 $

��X
i��

Z � �
�

� �
�

Hi���� � � � � �i��� �� �� � � � � � �i��	

� X���	 � � �X��i��	X��� �� � � � � � �i��	d��

Filtres �a ordre et m�emoire �nis Ces d�e�nitions �etant pr�esent�ees� nous
pouvons remarquer que pratiquement� elles sont inapplicables  En e�et� l�ordre
et la m�emoire du d�eveloppement en tant qu�approximation d�un lien non

	La notation
Pb

k�a est �equivalente 
a
Pb

k��a
� � �
Pb

ki�a
�
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lin�eaire ne peuvent �etre rendus in�nis� Nous d�e�nissons donc un d�eveloppement
de Volterra �a ordre K et m�emoire M �nis par���������������

y�n	 ! h� $

KX
i��

fi�x�n		

fi�x�n		 !
M��X
k��

hi�k�� � � � � ki	x�n� k�	 � � � x�n� ki	�

���
�	

Si X�m	 est la transform�ee de Fourier discr�ete du signal �echantillonn�e
x�n	� alors la d�e�nition g�en�eralement admise dans la litt�erature des �ltres de
Volterra en fr�equence est

Y �m	 ! h���m	 $
KX
i��

X
m������mi��

Hi�m�� � � � �mi���m�m� � � � � �mi��	

� X�m�	 � � �X�mi��	X�m�m� � � � � �mi��	�

Toutefois� l�obtention de cette �equation n�est pas simple et cette d�e�nition est
sujette �a caution� En e�et� il est possible de montrer �a l�aide de la th�eorie des
distributions qu�elle ne constitue qu�une approximation de la discr�etisation de
la d�e�nition continue �
�� �contrairement au cas lin�eaire	� De plus� elle sous�
entend des contraintes s�ev�eres sur l��echantillonnage des signaux� beaucoup plus
restrictives que la condition de Shannon� Illustrons ceci en prenant l�exemple
des �ltres quadratiques� Supposons que l�entr�ee soit de bande passante ��B�B��
Alors la sortie sera de bande double� soit ���B� �B�� Si l�on cherche le lien entre
l�entr�ee et la sortie� il est alors clair que la fr�equence d��echantillonnage doit
v�eri�er �e � �B pour respecter le th�eor�eme de Shannon sur la sortie  

Sym�etries et r�eduction du nombre de param�etres Nous avons vu au
paragraphe ��
�
 que les noyaux sont en g�en�eral suppos�es sym�etriques �insen�
sibles �a toute permutation de leurs variables	� Il est �evident que cette propri�et�e
est conserv�ee dans le cas discret� Mais dans ce contexte� ces sym�etries devien�
nent int�eressantes en vue de la r�eduction du nombre de param�etres d�e�nissant
les �ltres�

Le nombre de param�etres d�e�nissant un �ltre de Volterra d�ordre K et
de m�emoire M est

PK
i��M

i� Etant donn�e la sym�etrie suppos�ee des noyaux� il
est int�eressant de r�e�ecrire ���
�	 sous la forme

y�n	 ! h� $
KX
i��

X
ki	ki��

hi�k�� � � � � ki	x�n� k�	���x�n� ki	�

Ce �ltre est alors dit non redondant� Dans ce cas� le nombre de param�etres
se r�eduit �a

PK
i��

�M�i����
�M����i� � L�ordre de grandeur reste toujours le m�eme mais la

r�eduction est tout de m�eme signi�cative�
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Figure ��
� Support de la fonction de transfert quadratique� La zone hachur�ee
permet de conna��tre cette fonction sur tout son support� La ligne grasse
repr�esente la droite d��equation m ! m� $ m� des fr�equences m� et m� de
l�entr�ee qui participent �a la fr�equence m de la sortie�

En ce qui concerne les fonctions de transfert� l��etude est plus d�elicate�
Examinons toutefois le cas des noyaux quadratiques� Puisque h��k�� k�	 !
h��k�� k�	 et est r�eel� H��m��m�	 ! H��m��m�	 ! H�

���m���m�	� De plus�
pour la fr�equence m de la sortie� seules les fr�equences m� et m� interviennent
via m�$m� ! m� Donc� si �m��m�	 varie dans f�N�Ng�� il su�ra de conna��tre
H��m��m�	 sur le domaine

D ! f�m��m�	 � f�N�Ng�g 
 fm� � N �m�g

 fm� �m� � �g 
 fm� $ m� � �g�

dont la repr�esentation est donn�ee en hachur�e� sur la �gure ���
	� Les �etudes
de sym�etries pour K ! � peuvent �etre obtenue dans �
����

����� Mise sous forme vectorielle

Une propri�et�e importante des �ltres de Volterra n�a pas encore �et�e mise en
avant � ils sont lin�eaires en param�etres� Ceci signi�e que la somme pond�er�ee de
deux �ltres de Volterra attaqu�es par une m�eme entr�ee x�t	 �ou x�n	 en discret	
est encore un �ltre de Volterra dont les noyaux d�ordre i sont les sommes
pond�er�ees des noyaux d�ordre i des deux �ltres� Autrement dit� l�ensemble des
�ltres de Volterra d�entr�ee x�t	 est un espace vectoriel�

Dans le cas discret �a ordre et m�emoire �nis� la dimension de cet espace
est �nie� Ainsi� la sortie y�n	 peut s��ecrire sous la forme d�un produit scalaire
entre un vecteur param�etre et un pseudo�vecteur de donn�ees��


Remarquons que les sym�etries du noyau quadratique sont les m�emes que celles de la
bicoh�erence entr�ee�sortie�

�La d�enomination pseudo�vecteur de donn�ees est explicit�ee dans les pages suivantes�
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Cas temporel L�id�ee consiste �a ranger dans un pseudo�vecteur la suite des
combinaisons non lin�eaires des entr�ees participant au �ltre� Pour la partie
lin�eaire� les termes x�n	� x�n�
	� � � � � x�n�M $ 
	 se rangent dans le pseudo�
vecteur xn�� ! �x�n	x�n� 
	 � � � x�n�M $ 
		T � Le vecteur param�etre corres�
pondant sera �ecrit h� ! �h��	h�
	 � � � h�M � 
		T de sorte que

hT� xn�� !
M��X
k���

h�k�	x�n� k�	�

Les termes quadratiques sont ensuite rang�es dans un pseudo�vecteur xn�� et le
�ltre quadratique dans un vecteur h�� xn�� et h� s��ecrivent

xn�� !

�BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

x�n	�

x�n	x�n� 
	
���

x�n	x�n�M $ 
	
x�n� 
	�

x�n� 
	x�n� �	
���

x�n� 
	x�n �M $ 
	
���

x�n�M $ �	�

x�n�M $ �	x�n�M $ 
	
x�n�M $ 
	�

�CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

et h� !

�BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

h��� �	
h��� 
	

���
h���M � 
	
h�
� 
	
h�
� �	

���
h�
�M � 
	

���
h�M � ��M � �	
h�M � ��M � 
	
h�M � 
�M � 
	

�CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�

Le terme quadratique participant �a y�n	 s��ecrit alors simplementhT� xn��� D�une
fa�con g�en�erale� un pseudo�vecteur de donn�ees �a l�ordre i est not�e xn�i et contient
les termes du type x�n�k�	 � � � x�n�ki	 pour ki � ki��� Le vecteur param�etre
hi correspondant contient les hi�k�� � � � � ki	 rang�es de la m�eme fa�con� Le terme
d�ordre i dans y�n	 est donc hTi xn�i�

La derni�ere �etape consiste �a concat�ener les di��erents vecteurs et pseudo�
vecteurs dans deux vecteurs���

xTn ! xTn�� � � � xTn�i

hT ! hT� � � � hTi �

Le �ltre de Volterra non redondant s��ecrit �nalement

y�n	 ! h� $ hTxn�

Structure d�espace vectoriel D�e�nissons l�ensemble suivant

V Fx�K�M ! fy�n	 ! hTxn �x�n	 � f ��K� et
X
k

jhkj 	 $�g�
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o�u hk est le ki�eme �el�ement du vecteur hT � Notons que cet ensemble d�epend
explicitement de l�entr�ee x�n	 choisie� Il est clair que cet espace est un espace

vectoriel �sur les r�eels	 de dimension �nie �egale �a
PK

i��
�M�i����
�M����i� � Pr�ecisons

que V Fx�K�M est un sous�espace vectoriel de l�espace vectoriel des signaux dis�
crets de puissance moyenne �nie� Ainsi� nous pouvons le doter du produit
scalaire �naturel� 	 y��n	jy��n	 �! E�y��n	y��n	�� En utilisant la norme as�
soci�ee jjy�n	jj !

p
	 y�n	jy�n	 �� V Fx�K�M est rendu hilbertien�

Remarquons que le terme constant h� n�a pas �et�e pris en compte� En fait�
pour prendre en compte h�� il est possible d��etendre le pseudo�vecteur xn en
lui ajoutant le terme 
 et en incluant le terme h� au vecteur h�

Une autre possibilit�e consiste �a remarquer que h� ne joue que sur la
moyenne de y�n	� Il peut alors �etre convenu que la sortie est centr�ee� Dans ce
cas� h� ! �hTE�xn�� et consid�erer le vecteur xc�n ! �xn � E�xn�	 permet de
r�e�ecrire le �ltre de Volterra sous la forme

y�n	 ! hTxc�n

Ceci est un commodit�e d��ecriture et n�a pas d�in�uence sur l�utilisation
des �ltres de Volterra� notamment dans les proc�edures d�identi�cation �voir le
paragraphe ����
	�

Ainsi� dans toute la suite� la sortie d�un �ltre de Volterra sera consid�er�ee
comme centr�ee� sauf mention explicite�

Remarque sur la terminologie pseudo
vecteur Nous employons le
terme pseudo�vecteur pour les xn�i car se ne sont pas des vecteurs �a stricte�
ment parler� En e�et la somme de deux de ces tableaux de nombres ne peut
pas s��ecrire sous la m�eme forme� Par exemple� �x��� x�x�� x

�
�	 $ �y��� y�y�� y

�
�	 ne

peut pas de fa�con g�en�erale se mettre sous la forme �z��� z�z�� z
�
�	�

Ceci explique aussi que l�espace vectoriel pr�ec�edemment d�e�ni d�epend
explicitement des donn�ees� Le caract�ere vectoriel est contenu dans les �ltres h�
ceci provenant de la lin�earit�e en param�etres des �ltres de Volterra�

Cas fr�equentiel Les �ltres fr�equentiels de Volterra peuvent �egalement se
mettre sous forme vectorielle� Le principe est le m�eme que dans le cas temporel �
ranger les donn�ees lin�eaires et non lin�eaires dans un vecteur et construire en
accord un vecteur �ltre�

Ainsi� le �ltre de Volterra en fr�equence se met sous la forme

Y �m	 ! HT
mXm�

o�u ���
XT

m ! �X�m	 XT
��m � � � XT

K�m	

HT
m ! �H��m HT

��m � � � HT
K�m	�
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o�u Xi�m contient les donn�ees du type X�m�	 � � �X�mi��	X�m � m� � � � � �
mi��	 et Hi�m les param�etres correspondants Hi�m�� � � � �mi���m�m�� � � ��
mi��	� Notons que contrairement au cas temporel� le vecteur �ltre d�epend
explicitement de la fr�equence et comporte m en indice�

Examinons l�e�et des sym�etries dans le cas quadratique� Pour la fonction
de transfert quadratique� les termes H��m��m�	 participant �a la fr�equence m
de la sortie sont ceux correspondant �a m ! m� $ m� �trait gras sur la �gure
���
		� Compte tenu de la sym�etrie par rapport �a la diagonale principale� il
su�t de ne consid�erer que les termes de la partie hachur�ee de la �gure ���
	�
Toutefois� les termes extradiagonaux sont alors a�ect�es d�un facteur � alors
que les termes de la diagonale ne sont compt�es qu�une fois �

��� Par exemple�
pour les fr�equences paires� les pseudo�vecteurs et vecteurs s��ecrivent

X��m !

�BBB�
X�m��	�

�X�m�� $ 
	X�m�� � 
	
���

�X�N	X�m �N	

�CCCA �

et

H��m !

�BBB�
H��m���m��	

H��m�� $ 
�m�� � 
	
���

H��N�m�N	

�CCCA �

Une subtilit�e intervient lorsque m est impair� En e�et� le terme diagonal
n�intervient pas dans ce cas et les pseudo�vecteurs et vecteurs deviennent

X��m !

�BBB�
�X��m $ 
	��	X��m � 
	��	
�X��m $ �	��	X��m � �	��	

���
�X�N	X�m �N	

�CCCA �

et

H��m !

�BBB�
H���m $ 
	��� �m � 
	��	
H���m $ �	��� �m � �	��	

���
H��N�m�N	

�CCCA �

Une derni�ere remarque doit �etre faite concernant l��echantillonnage� Dans
les expressions pr�ec�edentes� N est la fr�equence maximale de la transform�ee de
Fourier de x�n	� D�apr�es la remarque faite au paragraphe ����
� N correspond
au quart de la fr�equence d��echantillonnage� Donc� si m est dans ��� N �� les
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vecteurs contiennent les parties lin�eaires et quadratiques� Mais rien n�interdit
de chercher des liens lin�eaires dans la partie �N $ 
� �N �� Donc� sur cet �in�
tervalle�� le �ltre contient uniquement la partie lin�eaire� En synth�etisant� les
pseudo�vecteurs et vecteurs peuvent alors s��ecrire���

XT
m ! �X�m	 XT

��m
���N 
�m		

HT
m ! �H��m HT

��m
���N 
�m		�

o�u 
���N 
�m	 est la fonction indicatrice de l�ensemble f�� 
� � � � � Ng�

��� Identi�cation en moyenne quadratique

Nous avons vu pr�ec�edemment le fait remarquable que dans sa version
discr�ete �a ordre et m�emoire �nis le �ltre de Volterra peut se repr�esenter sous
forme d�un produit scalaire entre un vecteur �ltre et un pseudo�vecteur de
donn�ees� L�objet de cette section est de tirer partie de cette repr�esentation pour
l�optimisation en moyenne quadratique des �ltres de Volterra� Nous pr�esentons
donc la solution �a ce probl�eme pour les domaines temporel et fr�equentiel avant
de pr�esenter deux autres id�ees importantes � l�implantation r�ecursive des algo�
rithmes et l�identi�cation orthogonale des �ltres de Volterra�

����� Identi�cation dans le domaine temporel

Soient x�n	 et y�n	 deux signaux stationnaires appartenant respective�
ment aux classes f ��K� et f ��� �voir �����	� reli�es a priori non lin�eairement� On
souhaite approcher le lien entre ces signaux par un d�eveloppement en s�erie de
Volterra d�ordre et m�emoire �nis� Trouver le meilleur �ltre de Volterra revient
�a trouver le meilleur vecteur hopt tel que hToptxc�n approche au mieux le signal de
sortie y�n	� De plus� l�identi�cation en moyenne quadratique consiste �a mini�
miser l��ecart quadratique moyen entre la vraie sortie et son estim�ee� R�esoudre
le probl�eme pos�e consiste donc �a r�esoudre

hopt ! Arg MinhE��y�n	� hTxc�n	��

! Arg MinhE��y�n	� �y�n		��� ���

	

o�u �y�n	 ! hTxc�n� La solution �a cette �equation existe puisque la fonction �a
minimiser est concave en h� Pour obtenir hopt� on peut par exemple �egaler
�a z�ero la d�eriv�ee de l�erreur quadratique moyenne par rapport �a h� Toute�
fois� la pr�esentation de ces �ltres dans un contexte d�espace vectoriel permet
de pr�esenter la solution de ���

	 sous une forme tr�es �el�egante en utilisant le
th�eor�eme de la projection orthogonale � l�erreur produite par la meilleure esti�
mation est orthogonale �a l�espace d�estimation� Dans le cas qui nous int�eresse�
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l�espace d�estimation est l�espace V Fx�K�M introduit pr�ec�edemment� Trouver le
meilleur �el�ement de cet espace pour approcher un signal revient �a projeter le
signal sur cet espace� A l�aide du produit scalaire introduit pr�ec�edemment� le
th�eor�eme de la projection orthogonale se traduit par

	 hTxc�nj�y�n	� hToptxc�n	 �! � � hTxc�n � V Fx�K�M �

Cette derni�ere �equation se r�esout ais�ement� la solution �etant

E�xc�nx
T
c�n�hopt ! E�y�n	xc�n�� ���
�	

E�xc�nxTc�n� qui est not�ee Cxx est la matrice de corr�elation du vecteur xc�n� et
E�y�n	xc�n� not�ee Ryx est le vecteur intercorr�elation entre la donn�ee y�n	 et
le vecteur xc�n� La suppression de l�indice n se justi�e par la stationnarit�e de
x�n	� Ainsi� ���
�	 se r�e�ecrit

Cxxhopt ! Ryx� ���
�	

Cette �equation ressemble �a s�y m�eprendre �a l��equation donnant le �ltre de
Wiener lin�eaire� En fait la simplicit�e introduite par la repr�esentation lin�eaire
cache une complexit�e importante de ���
�	� En e�et� xc�n contient les observa�
tions lin�eaires et non lin�eaires construites �a partir de x�n	� Donc Cxx contient
les moments d�ordre � �a �K du signal x�n	� rang�es d�une fa�con particuli�ere�
Cette matrice est aussi appel�ee matrice des moments� La m�eme remarque est
faite pour le vecteur Ryx qui contient les intercorr�elations d�ordre � �a �K en�
tre y�n	 et les versions lin�eaires et non lin�eaires de x�n	� Nous supposerons la
matrice des moments inversible �l��etude de l�inversibilit�e de cette matrice est
faite dans ����	�

Le �ltre optimal s��ecrit �nalement

hopt ! C��
xxRyx�

L�erreur d�estimation pour le �ltre optimal peut donc �etre calcul�ee selon

Eqmin ! E��y�n	� hToptxc�n	���

qui devient imm�ediatemment en vertu du th�eor�eme de la projection orthogo�
nale

Eqmin ! E�y�n	�y�n	� hToptxc�n	� ! E�y�n	���RT
yxC

��
xxRyx� ���
�	

Il est montr�e dans ��
� ��� que l�augmentation de l�ordre du �ltre diminue
l�erreur quadratique minimale� Nous remontrerons ce r�esultat au paragraphe
����� d�une fa�con tr�es simple�
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Revenons sur le probl�eme du terme constant h�� Si y�n	 n�est pas centr�e�
alors nous travaillons avec les vecteurs �
 xTn 	T et �h� hT 	T � L�optimisation
s�e�ectue de la m�eme mani�ere et conduit au syst�eme�� 
 E�xTn �

E�xn� E�xnxTn �

�A�� h�

h

�A !

�� E�y�n	�

E�y�n	xn�

�A �

qui conduit �a r�esoudre �E�xnxTn ��E�xn�E�xTn �	h ! E�y�n	xn��E�y�n	�E�xn�
�qui n�est autre que ���
�		� c�est��a�dire travailler avec la matrice covariance
de xn et le vecteur covariance entre y�n	 et xn� Autrement dit� ceci revient
�a centrer la sortie du �ltre et le pseudo�vecteur de donn�ees� et con�rme la
remarque faite au paragraphe ������

Dans le paragraphe suivant� l�identi�cation est op�er�ee dans le domaine
fr�equentiel�

����� Identi�cation dans le domaine fr�equentiel

Dans le domaine de Fourier� une relation de �ltrage de Volterra s��ecrit
encore une fois sous forme lin�eaire selon

Y �m	 ! HT
mXm� ���
�	

o�u les vecteurs Hm et Xm sont d�e�nis au paragraphe ������ Nous souhaitons
maintenant trouver le meilleur vecteurHm de sorte �a minimiser l��ecart quadra�
tique moyen entre Y �m	 et son estim�ee� c�est��a�dire r�esoudre

Hm�opt ! Arg MinHm
E�jY �m	�HT

mXmj��
! Arg MinHm

E�jY �m	� �Y �m	j��� ���
�	

o�u �Y �m	 ! HT
mXm� La r�esolution de cette �equation peut s�e�ectuer de la

m�eme fa�con que dans le domaine temporel� Encore une fois� en supposant
l�inversibilit�e de la matrice covariance de Xm� la solution de ���
�	 est

Hm�opt ! C��
XmXm

RY �m�Xm� ���
�	

Cette �equation est encore simple mais voile sa r�eelle complexit�e� Il faut se
rappeler que Xm contient �egalement des composantes fr�equentielles autres que
m� et par suite� CXmXm contient des multispectres de x�n	 construits sur les
moments� L�erreur d�estimation obtenue est alors

Eqmin�m	 ! E�jY �m	�HT
m�opt�Xmj��

! E�jY �m	j���Ry
Y �m�Xm

C��
XmXm

RY �m�Xm�

Dans le paragraphe suivant� nous envisageons une variante de cette pro�
c�edure� l�identi�cation orthogonale�
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����� Identi�cation orthogonale dans le domaine

temporel

La simplicit�e de l�implantation vectorielle des �ltres de Volterra�
comme d�ej�a mentionn�e� cache sa r�eelle complexit�e� De m�eme� les proc�edures
d�identi�cation utilis�ees apparaissent simples� mais cachent certaines subtilit�es�
A titre d�exemple� d�etaillons le �ltre optimal lin�eaire�quadratique dans le do�
maine temporel� Il est obtenu par r�esolution de l��equation ���
�	� En d�etaillant
les parties lin�eaire et quadratique des vecteurs �les lettres l et q apparaissant en
indice pour respectivement les vecteurs lin�eaire et quadratique	� cette �equation
devient �

Cxlxl Cxlxq

Cxqxl Cxqxq

��
hl
hq

�
!

�
Ryxl

Ryxq

�
�

Ce d�etail con�rme les remarques du paragraphe ��
�� � les parties lin�eaire
et quadratique du �ltre optimal sont coupl�ees via les statistiques d�ordre �
du signal d�entr�ee� contenues dans la matrice Cxlxq ���� ���� Ceci rend di��
cile l�interpr�etation physique du �ltre � comment quanti�er l�importance du
lin�eaire par rapport au quadratique� Ce genre de probl�eme de couplage ap�
para��t aussi par exemple dans les syst�emes MISO �Multi�Inputs Single Output	
o�u les couplages �ici des coh�erences	 entre entr�ees ne permettent pas de bien
chi�rer l�in�uence de chaque entr�ee sur la sortie� Le probl�eme dans le cas
lin�eaire�quadratique vient du fait que les observations lin�eaires et les observa�
tions quadratiques sont �evidemment corr�el�ees� Ainsi� pour obtenir une bonne
interpr�etation physique� il faut provoquer une d�ecorr�elation entre ces termes�
La proc�edure obtenue sera appel�ee identi�cation orthogonale� Le pionnier en la
mati�ere a �et�e Norbert Wiener� en 
���� En e�et� dans ����� �voir aussi �

��	�
il r�ealise une orthogonalisation des fonctionnelles de Volterra dont l�entr�ee est
gaussienne� et introduit les G�fonctions� syst�eme orthogonal de polyn�omes �a
m�emoire pour une entr�ee gaussienne� Plus r�ecemment� cette m�ethode a �et�e
reprise par M� Korenberg� mais pour des syst�emes �a ordre et m�emoire �nis� De
plus la mesure de l�orthogonalit�e ne s�e�ectue plus sur un horizon in�ni mais
sur un horizon �ni� Le principe de ces m�ethodes est le suivant�

R�e�ecrivons la sortie d�un �ltre de Volterra de la fa�con suivante �

��

y�n	 ! h� $ hTxn !
P��X
i��

aipi�n	�

o�u P est la taille des vecteurs h et xn� et o�u ai et pi�n	 sont respectivement
les i�emes composantes des vecteurs h et xn� Par exemple� p��n	 ! 
� pi�n	 !
x�n� i	 pour i ! � � � �M � pM���n	 ! x��n	� pM���n	 ! x�n	x�n� 
	� � � � Nous
souhaitons maintenant r�e�ecrire ce d�eveloppement sur un syst�eme de polyn�omes
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orthogonaux� soit

y�n	 !
P��X
i��

�i�i�n	�

o�u 	 �i�n	j�j�n	 �! cte��ij� le produit scalaire �etant �a d�e�nir� Supposons que
le syst�eme f�i�n	gi�����P�� soit connu� La proc�edure d�identi�cation au sens de
l�erreur quadratique moyenne minimale se r�eduit �a

�k�opt !
	 y�n	j�k�n	 �

	 �k�n	j�k�n	 �
�k ! � � � � P � 


Dans ce syst�eme orthogonal� �k repr�esente la composante de y�n	 sur l�axe
�k�n	 �ce r�esultat est encore une application du th�eor�eme de la projection or�
thogonale	� Le choix du produit scalaire d�epend du contexte � dans le cas
th�eorique de processus stochastiques� 	 xjy �! E�xy� + dans le cas r�eel
d�applications o�u une r�ealisation sur T points est disponible� 	 xjy �!
�
T

PT��
i�� x�i	y�i	�
L�obtention des polyn�omes orthogonaux peut s�e�ectuer tout simple�

ment avec la proc�edure de Gram�Schmidt� en utilisant le produit scalaire
ad�equat� Lorsque l�identi�cation est e�ectu�ee� le calcul de l�erreur quadratique
d�estimation de y�n	 est

Eqmin !	 y�n	jy�n	 � �
P��X
i��

��
i�opt 	 �i�n	j�i�n	 � �

Cette expression� plus simple que celle obtenue dans le cadre classique � ���
�	
du paragraphe ����
	 apporte une d�emonstration claire du fait que l�ajout d�un
ordre de non�lin�earit�e provoque une baisse de l�erreur quadratique moyenne
d�estimation� De plus� cette approche permet de chi�rer pr�ecis�ement la diminu�
tion en erreur quadratique moyenne� Cette remarque peut alors permettre
la d�e�nition d�algorithmes de s�election de termes pr�epond�erants� En e�et� si
l�ajout d�un terme provoque une baisse non n�egligeable de l�erreur quadratique�
il est conserv�e� alors qu�une faible baisse entra��ne son �eviction�

����� Implantation r�ecursive

L�implantation r�ecursive des algorithmes d�identi�cation est rendue
n�ecessaire par deux principales raisons �

� traitement en temps r�eel de donn�ees�

� �eventuelles non�stationnarit�es lentes du syst�eme �a identi�er� Dans ce cas�
les algorithmes seront �egalement dits adaptatifs�
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Les formes r�ecursives des algorithmes pr�ec�edents s�obtiennent en r�ealisant
une minimisation r�ecursive des crit�eres quadratiques� Deux approches peuvent
�etre envisag�ees � m�ethode type gradient et m�ethode type Newton�Raphson�
Nous allons encore ici distinguer les domaines temporel et fr�equentiel�

Identi�cation r�ecursive dans le domaine temporel Le crit�ere quadra�
tique �a minimiser s��ecrit

Eq�h	 ! E��y�n	� hTxc�n	���

� M�ethode du gradient �LMS	

La solution de la minimisation par la m�ehode du gradient consiste �a
s�approcher de la solution par sauts successifs proportionnels �a la varia�
tion locale de la fonction que l�on minimise� Plus pr�ecis�ement� l�estim�ee
�a l�instant k $ 
 se d�eduit de l�estim�ee �a l�instant k selon

hk�� ! hk � 


�
�krhEq�h	jhk�

qui devient en e�ectuant explicitement la di��erentiation

hk�� ! hk $ �kE�xc�k���y�k $ 
	� hTk xc�k��	��

Cet algorithme est appel�e gradient d�eterministe car il ne fait intervenir
qu�une fonction d�eterministe des donn�ees� Bien �evidemment il est inu�
tilisable en pratique �puisque les statistiques requises pour son fonction�
nement sont inaccessibles	� Pour les applications� il faut donc introduire
sa version dite stochastique� o�u l�esp�erance math�ematique est remplac�ee
par un estimateur� L�estimateur choisi est le plus simple � l�esp�erance
math�ematique est remplac�ee par sa valeur �instantan�ee� pour conduire
au gradient stochastique

hk�� ! hk $ �kxc�k���y�k $ 
	 � hTk xc�k��	� ���

	

Remarquons que dans les algorithmes pr�ec�edents� le param�etre �k est
choisi d�ependant du temps pour le cas stationnaire� Dans un cas o�u le
�ltre �a identi�er poss�ede des non�stationnarit�es lentes� �k sera choisi
constant pour pouvoir suivre les variations du vecteur param�etre �����
L�algorithme est alors adaptatif�

L�analyse de la convergence de l�algorithme LMS est d�elicate� m�eme dans
le cas d�un signal de r�egression blanc� Cette analyse peut �etre e�ectu�ee
en utilisant les r�esultats de ���� ou la th�eorie de la M�ind�ependance
�
��� pour montrer la convergence en moyenne de cet algorithme� La
M�ind�ependance est utilis�ee par P� Duvaut dans ��
� dans le cas lin�eaire�
quadratique�
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� Algorithme des moindres carr�es r�ecursifs �RLS	

Nous avons vu que le �ltre optimal s��ecrit sous la forme

hopt ! C��
xxRyx� ���
�	

Nous pouvons utiliser cette expression pour le calcul d�une estimation de

hopt� en rempla�cant C��
xx et Ryx par des estimateurs dC��

xxk et dRyxk�

Or� Ryx ! E�y�n	xc�n� peut �etre approch�e par l�estimateur naturel

dRyxk !



k

kX
i��

y�i	xc�i�

qui s��ecrit de fa�con r�ecursive selon

dRyxk !
k � 


k
dRyxk�� $




k
y�k	xc�k�

De m�eme� un estimateur naturel de la matrice de corr�elation du vecteur
xc�n est

dCxxk !



k

kX
i��

xc�ix
T
c�i�

dCxxk !
k � 


k
dCxxk�� $




k
xc�kx

T
c�k�

Nous souhaitons avoir un estimateur de l�inverse de la matrice de cova�
riance������ Remarquons que nous allons e�ectuer le produit dCxx

��
k
dRyxk�

Par suite� les termes en 
�k des estimateurs pr�ec�edents vont se simpli�er�
et nous travaillerons donc sur� dCxxk ! dCxxk�� $ xc�kx

T
c�kdRyxk ! dRyxk�� $ y�k	xc�k�

Soit Kk la matrice inverse de dCxxk� A partir de cette forme r�ecursive� et
en utilisant le lemme d�inversion matricielle de Woodbury �A$BC	�� !
A�� �A��B�
 $ CA��B	��CA��� il vient

Kk ! Kk�� �
Kk��xc�kxTc�kKk��

 $ xTc�kKk��xc�k

� �����	

��On n�utilise pas une estimation de l�inverse de la matrice de covariance mais plut�ot
l�inverse de l�estim�ee de cette matrice� Ceci n�est bien s�ur pas �equivalent mais l�algorithme
ainsi d�e�ni converge vers le �ltre optimal�

��Dans un contexte o
u le r�ecursif n�est pas n�ecessaire� l�inversion de la matrice de covari�
ance peut �etre e�ectu�ee 
a la �n du calcul�
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Evaluons maintenanthopt�k ! KkRyx� En utilisant �����	 on obtient apr�es
quelques manipulations

hopt�k ! hopt�k�� $Kkxc�k
�
y�k	� hTopt�k��xc�k

�
� ����
	

Cette derni�ere �equation coupl�ee �a l��equation �����	 constitue l�algorithme
RLS� La matrice Kk est appel�ee gain de Kalman� Elle pond�ere �a chaque
instant la correction �a e�ectuer sur le �ltre pour s�approcher de la solution
optimale� Imposer �a cette matrice d��etre proportionnelle �a la matrice
identit�e permet de retrouver l�algorithme LMS ���

	� L�initialisation de
Kk se fait traditionnellement par K� ! cte�I o�u cte �� 
 et I repr�esente
la matrice identit�e�

����� Identi�cation r�ecursive dans le domaine

fr�equentiel

Rappelons qu�en fr�equence� le crit�ere quadratique �a minimiser est
E�jY �m	�HT

mXmj��� L�estimation r�ecursive est ici plus subtile� En e�et� dans
le domaine temporel� nous disposons directement des �echantillons participant
au vecteur de r�egression puisque ce sont les �echantillons m�eme du signal� Dans
le cas fr�equentiel� le �ltre est calcul�e fr�equence par fr�equence� et pour r�eussir
l�adaptation du �ltre nous devons disposer de nombreuses r�ealisations pour
chaque fr�equence� Les algorithmes pour l�identi�cation dans le domaine fr�e�
quentiel devront donc commencer par un tron�connage du signal temporel en
blocs� dont les transform�ees de Fourier fourniront les r�ealisations requises� Dans
ce qui suit� l�indice k qui apparaitra sera alors relatif �a la r�ealisation num�ero
k �issue du ki�eme bloc	� L�adaptation ne se fait plus ici directement au cours
du temps� mais �au cours des blocs�  Nous supposerons donc poss�eder un
continuum de blocs pour simpli�er la pr�esentation� L�indice k apparaitra alors
explicitement�

� Algorithme du gradient

De m�eme que pour l�identi�cation dans le domaine temporel� nous obte�
nons un algorithme du gradient selon

Hm�k�� ! Hm�k � 


�
��m	rHm�E�jY �m	�HT

mXmj��	jHm�k
�

Le pas d�adaptation d�epend explicitement de la fr�equence puisque l�iden�
ti�cation se fait canal par canal� E�ectuer la di��erentiation conduit �a��

Hm�k�� ! Hm�k $ ��m	E��Y �m	k�� �XT
m�k��Hm�k	X

�
m�k����

La version stochastique de cet algorithme est alors la suivante

Hm�k�� ! Hm�k $ ��m	�Y �m	k�� �XT
m�k��Hm�k	X

�
m�k���

��On utilise la d�erivation formelle dzz�

dz�
� �z�




�� Filtres de Volterra

� Algorithme RLS

L�approche adopt�ee pour le domaine temporel peut �etre reprise ici �
����
Nous partons de la forme du �ltre optimal� et� �a l�aide de la for�
mule d�inversion de Woodbury� nous obtenons une estim�ee r�ecursive
de l�inverse de la matrice de covariance du vecteur de r�egression�
L�algorithme RLS est alors�������������

C��
XmXm�k�� ! C��

XmXm�k
� C

��
XmXm�k

X�
m�k��X

T
m�k��C

��
XmXm�k

��XT
m�k��C

��
XmXm�k

X�
m�k��

RY �m�Xm�k�� ! RY �m�Xm�k $ Y �m	k��X�
m�k��

Hm�k�� ! C��
XmXm�k��

RY �m�Xm�k���

����� Complexit�e num�erique des algorithmes RLS

Nous e�ectuons ici une rapide analyse de la complexit�e num�erique des
algorithmes RLS dans les domaines temporel et fr�equentiel� La complexit�e est
ici �etudi�ee pour un �ltre quadratique pur�

� Domaine temporel�

Il est connu que la r�esolution d�un syst�eme lin�eaire d�ordre P par un algo�
rithme RLS requiert P � op�erations par �echantillon� Si le signal comporte
N points� ce nombre s��el�eve �a NP ��

� Domaine fr�equentiel�

Supposons que le signal comporte N points� Il est d�ecoup�e en tranches de
M points� M �etant une puissance de �� La transform�ee de Fourier rapide
sur un bloc requiert M log�M op�erations� L�algorithme RLS e�ectue son
adaptation au cours des blocs� De plus� la taille du vecteur �a adapter
d�epend de la fr�equence �voir la �gure ���
		� La taille de ces vecteurs
est major�ee par M � Par fr�equence et par bloc� l�algorithme requiert alors
un nombre d�op�erations inf�erieur ou �egal �a M�� Or� il y a M fr�equences
�a traiter et N

M
blocs� Les op�erations requises apr�es les transformations

de Fourier sont donc au nombre de NM�� Finalement� l�algorithme RLS
fr�equentiel requiert environ N�M� $ log�M	 op�erations�

� Comparaison�

Si la m�emoire du �ltre temporel est choisie �egale �a M � alors P ! M�M���
�

et nous obtenons

algorithme temporel � NM� op�erations�

algorithme fr�equentiel � N�M� $ log�M	 op�erations�
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Le temps de calcul est donc beaucoup plus court dans le cas fr�equentiel�
Par contre� la dualit�e temps�fr�equence se retrouve au niveau num�erique
dans une dualit�e temps de calcul�place m�emoire En e�et� la place requise
pour l�algorithme temporel est de l�ordre de M� cases m�emoire� alors qu�il
est de M� cases pour l�algorithme fr�equentiel�

Notons que des versions rapides de l�algorithme RLS temporel ont �et�e
propos�ees par V�J� Matthews et ses collaborateurs� ramenant la complexit�e �a
NM� op�erations �
�
� 
����

��� Application � soustraction de bruit

La m�ethode de Soustraction de Bruit �SdB	 �Noise Cancellation en
Anglais	 appara��t pour la premi�ere fois en 
��� dans un c�el�ebre article de
B� Widrow et de ses coll�egues �
���� L�application de cette m�ethode �a l��ecoute
du c�ur d�un f�tus est remarquable� En e�et� les battements du c�ur d�un
f�tus sont faibles� et sont en grande partie cach�es par ceux du c�ur de la m�ere�
Widrow propose alors de placer un capteur de r�ef�erence au niveau du c�ur
de la m�ere� et montre comment estimer l�in�uence de cette r�ef�erence sur un
capteur d��ecoute plac�e pr�es du c�ur du f�tus� Une fois l�in�uence quanti��ee�
il su�t de la retrancher du capteur d��ecoute pour obtenir le rythme cardiaque
propre du f�tus� La soustraction de bruit est donc une m�ethode d��elimination
de bruit d�un signal lorsque l�on a acc�es �a une r�ef�erence li�ee au bruit pollueur�
Elle est fond�ee sur des hypoth�eses de type ind�ependance et son principe est
d�identi�er le lien entre la r�ef�erence �souvent appel�ee r�ef�erence bruit seul	 et
le bruit� L�identi�cation �etant faite� une estimation du bruit est obtenue et est
retranch�ee du signal bruit�e� Cette d�emarche est r�esum�ee par la �gure ����	�

Les travaux de pionnier de B� Widrow et de ses collaborateurs ont conduit
de nombreuses �equipes �a travailler dans le domaine� Toutefois� les �etudes ont
�et�e principalement men�ees dans le cas o�u le lien entre le bruit et sa r�ef�erence
est suppos�e lin�eaire� Plus pr�ecis�ement� nous pouvons dire qu�aucune hypoth�ese
n��etait faite sur la nature du lien� mais que ce lien �etait identi��e dans la classe
tr�es restreinte des syst�emes lin�eaires� De plus� de nombreux travaux ont con�
cern�e la soustraction de bruit en lin�eaire pour des signaux non stationnaires�
Une synth�ese d�etaill�ee des divers algorithmes utilisables et une bibliographie
�etendue peuvent �etre trouv�ees dans ����� Durant ces deux derni�eres d�ecennies�
peu d�int�er�et a �et�e port�e au cas o�u l�identi�cation du lien s�e�ectue par des
�ltres non lin�eaires� L�objet de ce paragraphe est l�application des �ltres de
Volterra �a la soustraction de bruit� Dans un premier temps� nous donnons la
solution au probl�eme� dans les domaines temporel et fr�equentiel� puis nous
pr�esentons un cas r�eel issu d�exp�eriences de sonar�
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Figure ���� Principe de la soustraction de bruit� La partie mod�ele physique
repr�esente la propagation de la r�ef�erence bruit vers le capteur du signal
utile� Les signaux o�n	 et x�n	 sont mesur�es� La partie traitement r�ealise
l�identi�cation du milieu de propagation F et la soustraction du signal y�n	
estim�e�

����� Filtres de Volterra et Soustraction de Bruit

Consid�erons �a nouveau le sch�ema de la �gure ����	 en supposant que le
�ltre liant la r�ef�erence au bruit est non lin�eaire� La mod�elisation du syst�eme
physique est la suivante�

o�n	 ! s�n	 $ y�n	 $ b�n	
y�n	 ! F �x�n		�

�����	

o�u x�n	 et o�n	 sont observ�es et b�n	 est le bruit de fond� De plus� b�n	� x�n	
et s�n	 sont suppos�es ind�ependants et centr�es� Nous allons identi�er le lien F
par un �ltre de Volterra discret d�ordre K et m�emoire M �nis� Le probl�eme
est de trouver le meilleur �el�ement de V Fx�K�M au sens de l�erreur quadratique
moyenne minimale Eq� Ainsi� nous cherchons hoptxc�n de V Fx�K�M tel que

hopt ! Arg MinhE��y�n	� hTxc�n	���

Mais y�n	 est inaccessible  
Toutefois� l�hypoth�ese d�ind�ependance entre x�n	 et s�n	 $ b�n	 et leur

caract�ere centr�e permettent de conclure que

Eq� ! E��o�n	� hTxc�n	�� ! Eq $ E��s�n	 $ b�n		���

Donc� minimiser Eq est �equivalent �a minimiser Eq�� Le �ltre optimal est donc
obtenu en utilisant les m�ethodes pr�esent�ees au paragraphe ���� Ceci est bien
s�ur valable dans les domaines temporel et fr�equentiel �
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� domaine temporel �

hopt ! C��
xxRyx�

L�erreur d�estimation est alors

Eq�min ! E��s�n	 $ b�n		�� $ E�y�n	��

� RT
oxC

��
xxRox�

� domaine fr�equentiel �

Hm�opt ! C��
XmXm

RY �m�Xm
�

L�erreur d�estimation est alors

Eq�min�m	 ! E�jS�m	 $ B�m	j�� $ E�jY �m	j��
� Ry

O�m�Xm
C��
XmXm

RO�m�Xm
�

Avant d�illustrer cette m�ethode sur un cas r�eel �paragraphe �����	�
faisons une remarque sur l�hypoth�ese d�ind�ependance entre le signal utile et la
r�ef�erence bruit�seul�

Non ind�ependance entre signal utile et la r�ef�erence bruit
seul
Comme pr�esent�e dans les paragraphes pr�ec�edents� la m�ethode de soustraction
de bruit ne fonctionne que si des hypoth�eses d�ind�ependance entre le signal
utile et la r�ef�erence bruit�seul sont v�eri��ees� Comme l�a remarqu�e H� Mermoz
�
�
�� si ces hypoth�eses ne sont pas v�eri��ees� e�ectuer le traitement peut con�
duire �a un d�egradation importante des performances� et il est pr�ef�erable en
g�en�eral de ne rien faire 

L�invalidit�e de l�hypoth�ese d�ind�ependance entre signal utile et r�ef�erence
bruit�seul peut venir du fait que le signal utile se m�elange �egalement �a la
r�ef�erence bruit�seul� La mod�elisation �����	 doit alors �etre modi��ee et peut se
r�e�ecrire selon �

o��n	 ! s�n	 $ F �x�n		 $ b��n	
o��n	 ! G�s�n		 $ x�n	 $ b��n	�

Dans cette mod�elisation� on suppose l�ind�ependance entre les signaux s�n	�
x�n	� b��n	 et b��n	� Ce mod�ele repr�esente le m�elange de deux signaux ind�epen�
dants� et reconstituer s�n	 et x�n	 �a partir des observations o��n	 et o��n	 rel�eve
de la s�eparation de sources� Lorsque les transferts F ��	 et G��	 sont lin�eaires� la
s�eparation de s�n	 et x�n	 est possible en utilisant les techniques d�evelopp�ees au
chapitre �� Cette remarque est illustr�ee par quelques exemples au paragraphe
������ Si les tranferts sont non lin�eaires� la s�eparation doit attendre les progr�es
des nombreux chercheurs travaillant encore sur ce domaine Notons que les
travaux de M� Krob et M� Benidir �

�� concernant l�identi�cation aveugle de
�ltres de Volterra multidimensionnels o�rent une piste int�eressante pour cette
recherche�
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Figure ���� Exp�erience r�eelle �etudi�ee� Le sonar est �x�e sous la coque du bateau
et re	coit le signal utile� le bruit ambiant sous�marin et les bruits propres des
machines� La sortie du sonar et les r�ef�erences bruit sont enregistr�ees�

����� Etude d	un cas r�eel

Nous proposons maintenant une application r�eelle de la soustraction de
bruit utilisant les �ltres de Volterra� Notre but est uniquement de montrer que
dans ce cas la mod�elisation non lin�eaire apporte un gain non n�egligeable dans
les performances�

La situation r�eelle �a laquelle nous nous int�eressons ici est issue de mesures
sonar r�ealis�ees sur un bateau� Le sonar se trouve sous la coque du bateau
dans le d�ome sonar� Il �ecoute les bruits sous�marins� esp�erant y d�etecter des
signaux issus d�autres bateaux� Lors de la pr�esence d�un tel signal� le bruit
sous�marin ambiant est in�evitablement pr�esent� Mais la mesure est �egalement
entach�ee d�une autre source de bruit � le bruit propre du bateau� provoqu�e par
ses moteurs et autres auxiliaires� Ces bruits �etant provoqu�es par les machines
du bateau� il est bien s�ur possible de disposer pr�es de ces sources de bruit
des capteurs qui donnent des signaux repr�esentatifs de ces bruits � ce sont les
r�ef�erences bruit seul� La description faite est r�esum�ee par la �gure ����	�

Rappelons la mod�elisation math�ematique du probl�eme ��
o�n	 ! s�n	 $ y�n	 $ b�n	
y�n	 ! F �x�n		�

E�ectuons maintenant la description des signaux observ�es o�n	 et x�n	� Leurs
spectres respectifs apparaissent sur les �gures ����	 et ����	� La �gure ����	
repr�esente la coh�erence entre ces deux signaux� Ces �gures appellent quelques
commentaires �

� Le signal o�n	 issu du sonar semble compos�e de trois parties distinctes�
La premi�ere est le plateau tr�es large bande repr�esentant certainement le
bruit de fond� La seconde appara��t sous forme d�une bosse dans la partie
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Figure ���� Spectre en dB de la sortie du sonar� ��� canaux de fr�equence sont
repr�esent�es 
��� moyennes��
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Figure ���� Spectre en dB de la r�ef�erence bruit seul� ��� canaux de fr�equence
sont repr�esent�es 
��� moyennes��
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Figure ���� Coh�erence entre la r�ef�erence et la sortie sonar� ��� canaux de
fr�equence sont repr�esent�es 
��� moyennes��

��� ����� du spectre qui doit �etre due au signal utile� En�n� se superpose
un spectre de raies provenant probablement du bruit provoqu�e par les
machines du bateau� Notons que les raies composant ce spectre discret
sont puissantes sur toute la gamme de fr�equence�

� La r�ef�erence x�n	 pr�esente une structure essentiellement �a spectre de
raies� Ceci n�est pas �etonnant puisque ce signal est repr�esentatif d�une
machine tournante� Remarquons que les raies sont tr�es puissantes dans la
premi�ere moiti�e du spectre� et beaucoup plus faibles� voire inexistantes�
dans la seconde moiti�e�

� La coh�erence entre o�n	 et x�n	 montre bien que le plateau et la bosse
sont �ext�erieurs� au bateau� et que les raies pr�esentes en sortie du sonar
proviennent lin�eairement de la r�ef�erence bruit� Temp�erons toutefois cette
a�rmation en remarquant que les raies dans la partie ��� ����� du spectre
sont tr�es coh�erentes� alors qu�elles le sont bien moins dans la seconde
moiti�e du spectre ������ ����� Or� dans cette partie� les raies sont pr�esentes
sur la sortie mais absentes �tr�es faibles	 sur la r�ef�erence� D�o�u viennent
ces raies� puisqu�elles ne parviennent lin�eairement que tr�es faiblement
�coh�erence basse	�

Nous pouvons r�epondre �a cette question en supposant que les bruits pro�
voqu�es par les machines se transf�erent non lin�eairement entre les machines
et le d�ome sonar �il y a bien entendu �egalement une partie lin�eaire dans ce
transfert	� Cette supposition se fonde sur une sorte de doublement de fr�equence
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Figure ���� Bicoh�erence entre la r�ef�erence et la sortie sonar� ��� canaux
fr�equentiels utilis�es 
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qui appara��t entre la r�ef�erence et la sortie du sonar� La non�lin�earit�e est peut�
�etre �pure� mais est peut��etre �egalement due �a des e�ets de saturation� La
m�econnaissance de la physique du bateau nous emp�eche d�avancer plus dans les
suppositions� Toutefois� nous pouvons essayer de v�eri�er quantitativement ces
arguments qualitatifs en utilisant des statistiques d�ordre sup�erieur sensibles
aux non�lin�earit�es� L�outil adapt�e �a cette recherche est la bicoh�erence� comme
nous l�avons montr�e au paragraphe ��
��� Rappelons sa d�e�nition

�o�x����m��m�	 !
jE�X�m�	X�m�	O��m� $ m�	�j�

E�jX�m�	j��E�jX�m�	j��E�jO�m� $ m�	j�� �

et r�ep�etons qu�elle pr�esente des valeurs proches de 
 en �m��m�	 si les fr�equen�
ces m� et m� de x�n	 ont interagi quadratiquement pour cr�eer la fr�equence
m�$m� de o�n	� Nous avons calcul�e cette bicoh�erence pour les signaux utilis�es
ici� et le r�esultat appara��t sur la �gure ����	�

Commentons ce r�esultat en prenant un couple de fr�equences �a titre
d�exemple� Sur la bicoh�erence appara��t un pic prononc�e au couple ���

�����	�
Ceci signi�e donc que la raie situ�ee �a la fr�equence ���� de la sortie provient
�peut �etre en partie	 de l�interaction non lin�eaire entre les fr�equences ��

 et
���� de la r�ef�erence� Nous attendons donc sur cette raie une meilleure soustrac�
tion en utilisant l�approche non lin�eaire qu�en utilisant les techniques lin�eaires�
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Venons�en maintenant aux r�esultats apr�es soustraction� Mentionnons de
suite que ces signaux ont �et�e d�ej�a trait�es d�une fa�con approfondie par les tech�
niques lin�eaires dans ��
� 

�� ����� La conclusion obtenue dans �

�� montre
que ces signaux sont mieux adapt�es �a des traitements fr�equentiels� puisque
le travail d�identi�cation porte essentiellement sur des raies� La mod�elisation
transversale en temps est donc peu ad�equate car elle n�ecessite un grand nom�
bre de coe�cients� Dans ��
�� o�u une approche multir�ef�erences �nous disposons
de plusieurs r�ef�erences bruit issues de capteurs dispos�es pr�es de diverses ma�
chines	 est d�evelopp�ee� il est montr�e que la r�ef�erence choisie ici donne de
tr�es bons r�esultats lorsqu�utilis�ee seule� Cette conclusion est con�rm�ee dans
����� o�u le �ltre identi��e est �a r�eponse impulsionnelle in�nie �identi�cation par
pr�ediction	� Donc� dans ce cas r�eel� choisir comme r�ef�erence la plus coh�erente
avec la sortie semble �etre une d�ecision correcte�

Conditions exp�erimentales et r�esultats La soustraction de bruit est ef�
fectu�ee dans le domaine temporel apr�es identi�cation du �ltre en temps� Dans
les cas lin�eaire et lin�eaire�quadratique� la m�emoire retenue est M ! ��� Le cal�
cul des statistiques se r�ealise sur un horizon de 
�� ��� �echantillons temporels�

La performance de soustraction est chi�r�ee par la di��erence entre le spec�
tre en dB de sortie avant et apr�es traitement� Cet indice de performance sera
appel�e gain� Ses valeurs positives d�enotent une bonne soustraction de bruit�
Les r�esultats sont montr�es sur les �gures ���
	 �a ���

	�

Comme pr�evu� le traitement lin�eaire apporte de bons r�esultats dans la
premi�ere moiti�e de la bande� Par contre son insu�sance� d�ej�a pr�edite par la
coh�erence� appara��t nettement dans la partie ���������� du spectre ��gures ���
	
et ����	 	� Le traitement lin�eaire�quadratique ��gures ���
�	 et ���

	 	 am�eliore
la soustraction dans cette partie du spectre� comme la di��erence des spec�
tres le montre� Ce gain est surtout visible sur la raie ����� ce qui con�rme
la non�lin�earit�e d�etect�ee par la bicoh�erence pour le couple ��������

	� Notons
�egalement que des gains non n�egligeables sont obtenus en basse fr�equence�
Toutefois� la m�emoire limit�ee choisie n�autorise pas d�am�elioration exception�
nelle�

��� En guise de conclusion

La pr�esentation des �ltres de Volterra s�ach�eve� Pour conclure� tentons
de relever leurs faiblesses� Ces d�eveloppements g�en�eralisent aux fonctionnelles
les d�eveloppements de Taylor� Ainsi� les syst�emes �d�eveloppables� doivent
�etre su�samment �doux�� et les zones de convergence peuvent �etre limit�ees�
L�identi�cation de non�lin�earit�es �dures�� telles des saturations� sont donc dif�
�cilement approchables par des �ltres de Volterra�

Un autre point d�elicat concerne l�aspect pratique des �ltres discrets �
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Figure ��
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Figure ��
�� Spectre en dB de l�estim�ee du signal utile par traitement lin�eaire�
quadratique�
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Figure ��

� Gain en dB pour le traitement lin�eaire�quadratique�
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leur identi�cation requiert de chercher un nombre de param�etres croissant ex�
ponentiellement avec l�ordre du �ltre� Dans les applications� les limitations
informatiques emp�echent d�identi�er des ordres de non�lin�earit�e �elev�es� Dans
ce contexte� les approches orthogonales permettent une recherche non exhaus�
tive de termes polyn�omiaux qui peuvent �etre d�ordre �elev�e� Une approche
pour r�esoudre ce probl�eme repose sur les �ltres bilin�eaires� qui incluent une
r�ecursivit�e non lin�eaire assurant un ordre in�ni au �ltre polyn�omial� A temps
discret� leur d�e�nition est

y�n	 !

qX
k��

h�k	x�n� k	 $

pX
k��

g�k	y�n� k	 $
rX

k��

sX
l��

c�k� l	x�n� k	y�n� l	

Un �ltre bilin�eaire est donc un �ltre ARMA�p� q	 auquel est adjoint un terme
bilin�eaire assurant un ordre de non�lin�earit�e in�ni� Les �ltres bilin�eaires peu�
vent �egalement se mettre sous forme matricielle� Ils sont appliqu�es �a la sous�
traction de bruit pour le m�eme exemple trait�e pr�ec�edemment dans �
��� 
����
L�ordre in�ni donn�e par le terme bilin�eaire assure un �nettoyage� plus perfor�
mant que les �ltres de Volterra�

Pour terminer� mentionnons que les �ltres de Volterra sont appliqu�es
dans bon nombre de domaines� du traitement d�image �a l�annulation d��echos�
de l�identi�cation de syst�emes �a l��egalisation de canal� � � �





Partie II

Signaux multidimensionnels

���





���

Dans les chapitres pr�ec�edents� nous avons pr�esent�e des techniques
d�analyse s�appliquant �a un signal d�ependant d�une seule variable� Ces tech�
niques de traitement sont adapt�ees aux situations dans lesquelles on ne dipose
que d�un seul capteur� qui d�elivre un signal fonction du temps� Dans de nom�
breux cas� on dispose de plusieurs capteurs r�epartis dans l�espace� qui d�elivrent
chacun un signal d�ependant du temps� L�ensemble de ces signaux constitue un
signal quali��e de spatio�temporel� multidimensionnel� ou multivariable � la ter�
minologie varie selon les ouvrages�

Les signaux multidimensionnels issus d�un r�eseau de capteurs se rencon�
trent dans de nombreux domaines d�application� En astronomie ou en astro�
physique� on utilise des r�eseaux d�antennes� Les syst�emes radar utilisent de plus
en plus les signaux issus d�un r�eseau de capteurs� Le sonar a toujours utilis�e des
r�eseaux d�hydrophones soit port�es soit tract�es� La prospection sismique met
en �uvre des r�eseaux de g�eophones r�epartis sur le sol� L��electrocardiographie�
l��electroenc�ephalographie produisent des signaux spatio�temporels capt�es en
divers points du patient� Le contr�ole non destructif r�ealise �egalement un ba�
layage de la surface de la pi�ece contr�ol�ee� En t�el�ecommunication� ou pour
l�interception en guerre �electronique� on recourt de plus en plus souvent �a
plusieurs antennes� On pourrait multiplier les exemples de situations mettant
en jeu des signaux multidimensionnels�

Le traitement des signaux multidimensionnels peut avoir plusieurs ob�
jectifs� Nous retiendrons ici les deux principaux qui sont la localisation des
sources et la s�eparation des sources� Nous reviendrons sur la d�e�nition de ce
que l�on appelle une source�

La localisation des sources est l�objectif traditionnel du traitement
d�antenne� Le r�eseau de capteurs constitue alors une antenne� On consid�ere
souvent que les sources sont ponctuelles et tr�es �eloign�ees de l�antenne et l�on
cherche �a d�eterminer leur direction�

La s�eparation de sources a pour objectif de restituer les signaux �emis par
chacune des sources� qui sont m�elang�es lors de la r�eception sur l�antenne� Ce
traitement est n�ecessaire quand on veut acc�eder �a une estimation de la forme
d�onde d�une ou de plusieurs sources re�cues� Citons le contr�ole de machines
fonctionnant ensemble ou la s�eparation d��echos en radar�

Apr�es avoir pr�ecis�e le mod�ele sur lequel sont bas�ees les diverses approches�
nous pr�esenterons� pour la localisation et pour la s�eparation de sources� les
techniques classiques fond�ees sur l�utilisation de grandeurs du second ordre�
Nous montrerons ensuite les limitations de ces techniques �a l�ordre � et nous
d�ecrirons les nouveaux moyens de traitement faisant appel �a des statistiques
d�ordre sup�erieur �a ��





Chapitre �

Traitement d�antenne

Les techniques classiques utilis�ees en traitement d�antenne �a l�ordre � sont
fond�ees sur la formation de voies et sur le goniom�etre� Nous allons montrer que
ces techniques peuvent �etre �etendues aux ordres sup�erieurs �a ��

	�� Mod�elisation

Le mod�ele des signaux re�cus sur l�antenne est �x�e par les signaux �emis
par les sources� modi��es par la propagation entre les sources et les capteurs�

����� Les signaux re�cus

Nous nous pla�cons ici dans le cas de signaux spatio�temporels� D�autres
probl�emes pourraient �etre mod�elis�es de la m�eme mani�ere� notamment le trai�
tement de signaux de natures physiques di��erentes re�cus sur un r�eseau de
capteurs� Le signal spatio�temporel est d�eterministe ou al�eatoire� il d�epend du
temps et de l�espace� De mani�ere g�en�erale un tel signal peut se repr�esenter
par une fonction de plusieurs variables y�t� r	� t �etant l�instant de mesure et
r le vecteur d�e�nissant la position du capteur� Il est �egalement possible de
passer dans le domaine spectral et de traiter le signal spatio�fr�equentiel� y��� r	
r�esultant d�une transform�ee de Fourier de y�t� r	�

Nous nous limitons ici au traitement des signaux d�ependant de la
fr�equence� Il existe �a l�ordre � des m�ethodes de traitement travaillant directe�
ment sur les signaux temporels� Le fait de travailler en fr�equence nous conduit
�a traiter des signaux �a valeurs complexes alors que les signaux temporels sont
en g�en�eral �a valeurs r�eelles�

Comme nous l�avons indiqu�e� on utilise les signaux re�cus par un r�eseau
de capteurs � ceci revient �a discr�etiser l�espace� Les signaux re�cus sont alors de
la forme

y��� ri	� 
 � i � K�

�Pour simpli�er les notations� nous repr�esentons par le m�eme symbole les signaux tem�
porels ou spectraux� Le contexte permet de retrouver le domaine consid�er�e�

���
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K d�esignant le nombre de capteurs�
Il est bon que la discr�etisation spatiale ne perturbe pas les mesures� Pour

cela il faut v�eri�er des conditions de Shannon spatiales� On se limite souvent
�a la localisation de sources dans un plan� r�ealis�ee par un r�eseau rectiligne de
capteurs �equidistants - �gure ���
� page �

	 -� Dans ce cas� la condition de
Shannon spatiale stipule que l��ecart entre deux capteurs doit �etre inf�erieur �a
la demi�longueur d�onde� Pour traiter un cas v�eritablement tridimensionnel on
doit mettre en �uvre un r�eseau plan de capteurs� On les dispose souvent aux
n�uds d�une grille rectangulaire ou carr�ee� La condition de Shannon exige que
l��ecart entre deux capteurs successifs sur une ligne ou une colonne soit toujours
inf�erieur �a la demi�longueur d�onde�

Dans le cas plan et dans le cas g�en�eral �on parle de traitements �D ou �D	�
la localisation des capteurs est un premier probl�eme important� En particulier
dans la prospection sismique� comme l�on d�eplace le r�eseau de capteurs� il
existe une grande vari�et�e de possibilit�es de combinaisons des signaux capt�es
�
�
��

La mati�ere premi�ere du traitement d�antenne ou de la s�eparation de
sources est donc le signal spatio�fr�equentiel y��� ri	� On simpli�e les �ecritures
en adoptant des notations vectorielles� plus compactes� Les K composantes du
signal sont regroup�ees dans un vecteur colonne

y��	 !

�B� y��� r�	
���

y��� rK	

�CA �

auquel on associe le vecteur ligne transpos�e et conjugu�e� yy��	� En pratique�
les signaux sont �echantillonn�es en temps et la transformation de Fourier est
r�ealis�ee de fa�con discr�ete induisant un �echantillonnage en fr�equence� Si la dur�ee
du signal trait�e est T � on obtient les valeurs suivantes de la fr�equence � �k !
k�T � Nous reviendrons �a cette forme pratique quand cela sera utile mais en
g�en�eral nous utiliserons les signaux continus en fr�equence�

Pour compl�eter le mod�ele d�observation� nous devons pr�eciser la forme
des sources et les conditions de propagation entre les sources et les capteurs�

����� Les sources

Pour �etre localisables et s�eparables� les sources doivent in�uencer les
signaux re�cus �observabilit�e	� On distingue deux situations� l�une dite pas�
sive et l�autre active� Ces quali�catifs sont relatifs �a l�exp�erimentateur�
Dans la situation passive l�exp�erimentateur re�coit des signaux issus de
sources qu�il ne contr�ole pas� C�est le cas en astronomie o�u les astres
sont les �emetteurs� et ce peut �etre le cas aussi en radar ou en sonar
��ecoute passive �electromagn�etique ou acoustique	� C�est le cas �egalement en
�electrocardiographie ou en �electroenc�ephalographie�
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Dans le cas actif� le signal est �emis par un syst�eme contr�ol�e par
l�exp�erimentateur� Ce signal est renvoy�e �apr�es d�eformation	 par la source
qui l�a marqu�e de son empreinte� C�est le cas en radar et en sonar actifs o�u
les sources� que l�on appelle alors des cibles� r�e��echissent un code �emis par
l�exp�erimentateur� C�est �egalement le cas en prospection sismique o�u une onde
�elastique est envoy�ee dans le sous�sol� Les sources sont ici les interfaces entre
les couches g�eologiques du sous�sol� Ces interfaces renvoient vers l�antenne un
signal r�e��echi� r�efract�e ou di�ract�e selon les conditions exp�erimentales�

Nous consid�erons les sources comme des �emetteurs de signaux �m�eme
s�il ne s�agit que d�objets r�e��echissant ou r�efractant d�autres �emissions	� Nous
postulons ainsi une connaissance tr�es faible quant aux signaux �emis par les
sources� notre objectif �etant� dans la s�eparation de sources� de retrouver la
forme de ces signaux� Dans le cas actif� cette approche est clairement sous�
optimale� puisque l�on connait le signal qui a �et�e �emis� avant propagation et
d�eformation par la cible� � Lorsque la forme du signal est connue� le seul objectif
est la localisation des sources�

Si nous ne postulons strictement rien sur les signaux �emis par les sources�
on imagine ais�ement que les probl�emes de s�eparation ou de localisation sont
insolubles� On ajoute donc une hypoth�ese fondamentale pour la suite de notre
�etude � on suppose que les signaux �emis par les sources sont statistiquement
ind�ependants�

Ce point capital doit �etre discut�e� Pour des signaux al�eatoires notre hy�
poth�ese a un sens� Qu�en est�il des signaux d�eterministes� Expliquons�le sur
un exemple simple� Soient deux signaux al�eatoires x�t	 et y�t	� centr�es� sta�
tionnaires et ind�ependants� En travaillant �a l�ordre �� l�ind�ependance se r�eduit
au fait que le moment crois�e d�ordre � est nul� soit

C
xy ���

�� 	 ! E�x�t	 y�t$ � 	� ! ����

Pratiquement nous ne diposons que d�une seule r�ealisation des signaux x�t	 et
y�t	� connue sur la dur�ee T � et nous estimons le moment crois�e en postulant
des propri�et�es d�ergodisme �voir chapitre �	� La fonction d�intercorr�elation est
alors la moyenne temporelle

C
xy ���

�� 	 !



T

Z T��

�T��
x�t	 y�t$ � 	dt�

Nous consid�erons les signaux x�t	 et y�t	 comme ind�ependants si cette moyenne
temporelle est �approximativement� nulle� Ainsi d�e�nie� la d�ecorr�elation
s�applique aussi bien aux signaux d�eterministes qu�aux signaux al�eatoires� On
g�en�eralise alors cette approche aux ordres sup�erieurs � nous dirons que deux si�

�Des techniques prenant en compte la connaissance de la forme du signal ont �et�e
d�evelopp�ees �����
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gnaux d�eterministes sont ind�ependants si tous les cumulants crois�es empiriques
des deux signaux sont nuls��

L�hypoth�ese d�ind�ependance est assez naturelle dans certains des exem�
ples cit�es plus haut � sonar passif� astronomie� � � Elle est plus di�cile a r�ealiser
dans d�autres situations comme la prospection sismique� mais on peut se placer
dans des conditions simulant l�ind�ependance en utilisant de �bons� estimateurs
des grandeurs caract�eristiques �
����

����� La propagation

Les travaux classiques supposent que la propagation est lin�eaire� sta�
tionnaire et d�eterministe� Ceci est conforme aux lois de propagation des on�
des tant que la perturbation qu�elles engendrent reste petite� On peut parler
du �principe de superposition des petits mouvements�� La propagation entre
chaque source et chaque capteur est alors un �ltrage lin�eaire et invariant dans
le temps�

En supposant la pr�esence de P sources �emettant des signaux sp�t	� le
signal yi�t	 re�cu sur le capteur i s��ecrit

yi�t	 !
PX
p��

Z
aip�t� � 	 sp�� 	 d� $ bi�t	� �i ! 
� � � � �K�

Dans cette relation� aip��	 repr�esente la r�eponse impulsionnelle du �ltre
d�ecrivant la propagation entre la source p et le capteur i+ c�est la fonction
de Green des physiciens� Le terme bi�t	 d�esigne un bruit additif� n�ecessaire
dans toute mod�elisation r�ealiste�

Dans le domaine spectral� l��equation pr�ec�edente devient

yi��	 !
PX
p��

aip��	 sp��	 $ bi��	� �i ! 
� � � � �K� ���
	

On introduit alors les vecteurs

ap��	 !

�B� a�p��	
���

aKp��	

�CA �

qui sont d�enomm�es vecteurs sources� Ils d�ecrivent la propagation entre la source
p et les capteurs du r�eseau�

Les composantes �a valeurs complexes sp��	 peuvent s�interpr�eter de deux
fa�cons� Lorsque le signal spectral est obtenu par transformation de Fourier du
signal temporel� elles d�ecrivent la composante spectrale �a la fr�equence � du

�Voir la discussion sur les multicorr�elations de signaux d�eterministes page ���
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Figure ��
� R�eseau rectiligne de capteurs �equidistants� Les capteurs sont s�epar�es
par une distance )� l�angle entre l�axe Oz et le vecteur d�onde est �p� de sorte
que la di��erence de marche entre deux capteurs est ) sin �p�

signal �emis par la source p� Lorsque� comme cela est souvent le cas� les signaux
sont �a bande �etroite� ce sont les amplitudes complexes des signaux �emis par
les sources� En�n� bi��	 est le bruit sur le capteur i�

La relation ���
	 peut s��ecrire de mani�ere plus compacte selon

y��	 !
PX
p��

ap��	sp��	 $ b��	 ! A��	 s��	 $ b��	�

La matrice A��	� de dimension K � P � rassemble les fonctions de transfert
entre les sources et les capteurs� le vecteur s��	 est form�e des signaux �emis par
les P sources et le vecteur b��	 des K composantes du bruit�

Pour conduire l�op�eration de localisation� on doit pr�eciser les conditions
de propagation d�ecrites par les vecteurs ap��	� colonnes de la matrice A��	�
Donnons l�exemple de sources �a l�in�ni�

Sources �a l�in�ni On peut souvent admettre que les sources sont �a l�in�ni
et que la propagation se fait dans un milieu homog�ene� Dans ces conditions la
localisation revient �a d�eterminer la direction de chaque source�

On peut alors pr�eciser les vecteurs sources� Le signal �emis par chaque
source est port�e par une onde plane� La propagation entre deux capteurs suc�
cessifs introduit simplement un d�ephasage d�ependant de la c�el�erit�e des ondes�
de la direction de la source et de la g�eom�etrie du r�eseau de capteurs� Le cas le
plus simple est celui d�un r�eseau rectiligne de capteurs �equidistants �repr�esent�e
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sur la �gure ���
		� Dans ce cas le vecteur source est

ap��	 ! �p e
��p

�BBBBB�



e���p

e����p
���

e��K�����p

�CCCCCA �

Dans cette expression

� �p e
��p repr�esente la propagation entre la source et le capteur 
� Cette

partie du mod�ele n�est pas identi�able�� Les param�etres �p et �p sont
donc arbitraires� On pourra normaliser les vecteurs sources en choisissant
�p ! 
�

p
K� Pour �p le choix fait ici �xe �a � la phase de la composante

du vecteur source sur le premier capteur� On choisit parfois de rep�erer
les phases par rapport au �centre de phase� de l�antenne en �xant �p !
��K � 
	�p���

� �p est le d�ephasage entre deux capteurs successifs� En appelant ��gure
���
		 �p l�angle entre la normale �a l�onde et la normale �a l�antenne� xp
la distance entre le capteur p et le capteur de r�ef�erence� c la c�el�erit�e des
ondes au niveau des capteurs et � la fr�equence� on obtient

�p !
���xp sin �p

c

� pour un r�eseau rectiligne de capteurs �equidistants� ) �etant la distance
entre deux capteurs successifs et xp ! p)�

Mod�ele g�en�eral d�observation Le vecteur observ�e sur l�antenne s��ecrit

y !

PX
p��

sp ap $ b� ����	

en omettant la fr�equence � pour simpli�er les �ecritures�
Les vecteurs sources appartiennent �a un ensemble de vecteurs d��	� �x�e

par le mod�ele de propagation� et d�enomm�e la vari�et�e d�antenne� � est un
vecteur contenant les param�etres d�ecrivant les ondes portant les sources� Par
exemple� pour des ondes sph�eriques� � contient les angles d�e�nissant la direc�
tion de la source et la distance entre la source et le centre de l�antenne�

L�objectif du traitement d�antenne est de localiser les sources en
d�eterminant les valeurs des param�etres de localisation �p correpondant aux

�Nous reviendrons au chapitre � sur l�identi�abilit�e�
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�

sources pr�esentes� Lorsque le mod�ele est adapt�e �a la situation physique� les
vecteurs sources sont li�es aux vecteurs directionnels d��	 par

ap ! d��p	�

les param�etres �p prenant les valeurs correspondant aux sources pr�esentes�

Le mod�ele que nous venons de pr�esenter sert de base aux nombreuses
m�ethodes de traitement d�antenne� utilisant des grandeurs du second ordre�
qui ont �et�e d�evelopp�ees durant les vingt derni�eres ann�ees�

Nous allons pr�esenter les id�ees force sur lesquelles reposent ces
m�ethodes� et les principaux outils de traitement� Nous introduirons ainsi
les d�eveloppements r�ecents du traitement d�antenne utilisant des statistiques
d�ordre sup�erieur�

	�� Formalisme et outils �a l�ordre �

Ce paragraphe a pour objet le rappel des fondements du traitement
d�antenne �a l�ordre ��

����� Sous
espaces signal et bruit

Le mod�ele lin�eaire de propagation pr�esent�e dans la section pr�ec�edente
permet de s�eparer l�espace vectoriel des observations en deux sous�espaces � le
sous�espace signal et le sous�espace bruit� Le vecteur d�observation y appartient
�a un espace de Hilbert Hy de dimension K � l�espace des observations�

Lorsque le nombreK de capteurs est sup�erieur au nombreP de sources� et
lorsque l�ensemble des vecteurs sources ap forme une famille libre de vecteurs��
les vecteurs sources ap engendrent le sous�espace hilbertien Hs de l�espace des
observations Hy� de dimension P � que l�on appelle le sous�espace signal� Le
sous�espace orthogonal �a Hs dans Hy� de dimension K � P � que l�on notera
Hb� ne contient que du bruit� Il est appel�e le sous�espace bruit� La construction
des sous�espaces signal et bruit permet

� de d�eterminer le nombre de sources� qui est donn�e par la dimension du
sous�espace signal�

� de r�eduire le bruit� En e�et� en projetant les observations sur le sous�
espace source on �elimine une partie du bruit sans alt�erer le signal�

�Cette hypoth
ese est n�ecessaire pour que les sources soient discernables�
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����� La matrice spectrale

Dans la suite de ce chapitre nous pourrons noter les composan�
tes des matrices M j

i � l�indice inf�erieur i �etant l�indice de ligne
et l�indice sup�erieur j� l�indice de colonne� Les indices inf�erieurs
sont associ�es �a des termes non�complexes conjugu�es et les indices
sup�erieurs �a des termes complexes conjugu�es�

La matrice spectrale S
y

���

���
��	 ! Cum�y��	�yy��	� �qui peut �egalement

�etre not�ee Cum�yi��	� y�j ��	� ! S
y

j

i
��		 est la matrice de covariance des ob�

servations spectrales y��	 + elle est de dimension K �K� K �etant le nombre
de capteurs� Elle r�esume toutes les propri�et�es statistiques d�ordre � lorsque
les mesures sont stationnaires� La matrice spectrale est form�ee des spectres et
des interspectres des signaux re�cus sur les capteurs� Elle est hermitienne car

S
y

j

i
��	� ! S

y

i

j
��	�

De nombreuses m�ethodes d�estimation de la matrice spectrale �a partir des
observations ont �et�e d�evelopp�ees� Pour estimer la matrice spectrale� on peut
utiliser des moyennes temporelles ou fr�equentielles �
���� On a aussi imagin�e
d�autres types de moyennes� bas�ees sur des invariances de la matrice spectrale�
Pour un r�eseau rectiligne de capteurs �equidistants recevant des ondes planes� la

matrice spectrale est T'oplitz� c�est��a�dire que S
y

j�


i�

��	 ! S

y

j

i
��	� pour toutes

les valeurs de �i� j� �	 admissibles� C�est cette derni�ere propri�et�e qui est exploit�ee
dans le lissage spatial ���� 

���

Dans le mod�ele donn�e au paragraphe ��
��� les observations sont y !
As $ b ! m$ b� en appelant m la partie des observations issue des sources
�signal	� Le bruit �etant suppos�e statistiquement ind�ependant du signal� la ma�
trice spectrale des observations est la somme des matrices spectrales du signal
et du bruit

S
y

���

���
! S

m

���

���
$ S

b

���

���
�

Dans cette expression la matrice spectrale des observations non�bruit�ees�

S
m

���

���
! Cum�m�my�� est

S
m

���

���
!

PX
p��

Cum�sp� s
�
p�apa

y
p !

X
p

S
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y
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���

���
Ay� ����	

Cum�sp� s�p� �etant la puissance de la source p� ap les vecteurs sources et S
s

���

���
!

Cum�s� sy� la matrice spectrale des sources�
Par suite de l�ind�ependance statistique des P sources la matrice spectrale

S
s

���

���
est une matrice diagonale de rang P � La matrice S

m

���

���
est donc de rang

P et son noyau est le sous�espace bruit� La matrice spectrale S
m

���

���
permet

donc de d�eterminer le nombre de sources et les sous�espaces signal et bruit�
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A partir des observations on n�acc�ede pas �a S
m

���

���
mais �a S

y

���

���
� On peut

cependant d�eduire le nombre de sources et les sous�espaces signal et bruit �a

partir de la matrice spectrale des observations S
y

���

���
�

� lorsque le bruit est nul ou n�egligeable car alors S
y

���

���
! S

m

���

���
+

� lorsque la matrice spectrale du bruit est connue ou lorsque le bruit est
blanc� Dans ce dernier cas la matrice spectrale du bruit est proportion�

nelle �a l�identit�e S
b

���

���
! PbI� Les valeurs propres de la matrice spectrale

des observations font appara��tre un ensemble de valeurs propres mini�
males �egales �a la puissance du bruit blanc� Les vecteurs propres associ�es
�a ces valeurs propres minimales engendrent le noyau de la matrice spec�
trale des observations non�bruit�ees qui est le sous�espace bruit� Le sous�
espace compl�ementaire du sous�espace bruit� engendr�e par les vecteurs
propres associ�es aux valeurs propres non minimales� est le sous�espace
signal� On montre dans ���� que les �el�ements propres de la matrice spec�
trale estim�ee des observations donnent des estimateurs du maximum de
vraisemblance du nombre de sources �nombre de valeurs propres non
minimales	� de la puissance du bruit �valeurs propres minimales	 et des
sous�espaces signaux et bruits�

Pour terminer� faisons deux remarques�

Lorsque le bruit n�est pas spatialement blanc des solutions existent si
l�on peut param�etrer par un �petit� nombre de valeurs la matrice spectrale du
bruit� Ce cas est cependant di�cile et les statistiques d�ordre sup�erieur seront
alors utiles si le bruit est gaussien�

Les r�esultats donn�es ci�dessus nous indiquent que l��etude �a l�ordre � per�
met de d�eterminer le sous�espace signal mais ne d�etermine pas� dans ce sous�
espace� les vecteurs sources + c�est le probl�eme de la s�eparation aveugle de
sources qui� comme nous le montrerons au chapitre �� est r�esolu en utilisant
des statistiques d�ordre sup�erieur �a ��

	�� Formalisme et outils aux ordres sup�erieurs

Pour �etendre les techniques de traitement d�antenne aux ordres
sup�erieurs� on se place souvent �a l�ordre � qui contient� en g�en�eral� les pre�
miers cumulants d�ordre sup�erieur �a � non nuls � Dans cette approche �a l�ordre
�� la matrice spectrale est remplac�ee par la quadricovariance ����� Un forma�
lisme plus g�en�eral faisant intervenir des moments hybrides non lin�eaires a �et�e
d�evelopp�e �
����
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����� La quadricovariance

Aux ordres sup�erieurs �a �� il convient d�utiliser les cumulants d�ordre ��
En e�et� pour diverses raisons que nous avons d�ej�a �evoqu�ees dans les chapitres
pr�ec�edents� ces statistiques sont pr�ef�er�ees aux moments� De plus� les cumu�
lants d�ordre � sont souvent mal conditionn�es �e�g� quasi nuls	 dans la grande
majorit�e des cas �circularit�e des donn�ees� sym�etrie de la distribution	� Pour les
signaux �a valeurs complexes consid�er�es ici il existe trois cumulants d�ordre �
di��erents� Les signaux spectraux� obtenus par transformation de Fourier� ou les
signaux bande �etroite� utilis�es en traitement d�antenne� sont circulaires comme
nous l�avons montr�e au chapitre �� Le seul cumulant d�ordre � non nul est le
trispectre contenant deux termes non conjugu�es et deux termes conjugu�es�
Ce trispectre� cumulant d�ordre � des composantes spectrales� est d�enomm�e
quadricovariance� Dans le traitement d�antenne aux ordres sup�erieur� la quadri�
covariance joue un r�ole central analogue �a celui jou�e par la matrice spectrale
dans le traitement d�antenne �a l�ordre ��

La quadricovariance des observations est
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! Cum�yi��	� yj��	� y�k��	� y�l ��	��

et peut �egalement �etre not�ee sous la forme
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! Cum�y�y�yy�yy�

o�u l�on omet la variable �� En reprenant le mod�ele des observations donn�e en
��
��� y ! As$ b ! m$ b� la quadricovariance des observations non�bruit�ees
est

S
m

kl

ij
!
X
p

aipajpa
�
kpa

�
lpSs

pp

pp
� ����	

Dans cette relation les coe�cients aip sont les termes de la matrice de m�elange
A� composantes des vecteurs sources� Les termes S

s

pp

pp
sont les trispectres des

sources� quand on travaille apr�es transformation de Fourier� ou les cumulants
d�ordre � des sources� quand on travaille en bande �etroite� Seuls les termes
diagonaux des trispectres ou des cumulants des sources sont non nuls puisque
les sources sont statistiquement ind�ependantes�

Dans la relation ����	� les �el�ements ajpa�kp sont les coordonn�ees des pro�

duits de Kronecker� des vecteurs sources ap � ap ! apa
y
p� Ces produits de

Kronecker sont des grandeurs �a K� composantes�
Avec ces notations la quadricovariance des observations non�bruit�ees

s��ecrit

�Rappelons que les indices inf�erieurs sont associ�es aux termes non complexes conjugu�es
et les indices sup�erieurs aux termes complexes conjugu�es�

	Pour certains lecteurs� nous �eclairerons ce sujet en indiquant que le produit de Kronecker
est identique au produit tensoriel�
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En comparant cette relation �a ����	� on voit appara��tre une analogie forte
entre la forme de la matrice spectrale et celle de la quadricovariance� La matrice
spectrale est une forme quadratique diagonale construite �a partir des vecteurs
sources et la quadricovariance est �egalement une forme quadratique diagonale
construite non sur les vecteurs sources mais sur les produits de Kronecker des
vecteurs sources� Cette analogie est �a la base de l�extension des techniques
de traitement d�antenne d�evelopp�ees �a l�ordre � �a des ordres sup�erieurs� ici
l�ordre �� Ces r�esultats permettent d�introduire les sous�espaces signal et bruit
�a l�ordre ��

����� Sous
espaces signal et bruit

Comme nous l�avons vu au paragraphe ����
� les observations engen�
drent un espace de Hilbert �a K dimensions� l�espace des observations et
les vecteurs source engendrent un sous�espace de l�espace des observations
d�enomm�e l�espace signal� A l�ordre �� on doit remplacer� comme le montre la
forme ����	 de la quadricovariance� les vecteurs observ�es et les vecteurs sources
par leurs produits de Kronecker� L�espace des observations construit avec les
produits de Kronecker des observations est un espace �a K� dimensions� Le sous�
espace signal d�ordre �� introduit par ���� et d�enomm�e FOSS�� est l�espace �a
P dimensions contruit avec toutes les combinaisons lin�eaires des produits de
Kronecker ap � ap des vecteurs sources� Le sous�espace bruit d�ordre � est le
compl�ementaire du sous�espace signal dans l�espace des observations�

����� Nombre de sources s�eparables

Le fait de remplacer les vecteurs observ�es par leur produit de Kro�
necker augmente la dimension de l�espace des observations et permet ainsi
d�augmenter le nombre de sources s�eparables� Une d�emonstration tr�es concr�ete
et �el�egante en est donn�ee dans �����

Revenons aux vecteurs sources donn�es en fonction des propri�et�es
g�eom�etriques du r�eseau de capteurs pour des sources port�ees par des ondes
planes� La source p est port�ee par une onde plane rep�er�ee par les angles �p
et 
p ��gure ����		� Le d�ephasage entre un capteur situ�e �a l�origine des coor�
donn�ees et un capteur situ�e au point de coordonn�ees xk et yk est

�k ! ��
sin
p�xk cos �p $ yk sin �p	

�
�


Fourth�Order Signal Subspace�
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θp

χp

x

z

y0

vecteur d’onde

Figure ���� R�eseau plan de capteurs� Le vecteur d�onde k fait un angle 
p avec
l�axe Oz� et sa projection orthogonale sur le plan Oxy fait un angle �p avec
l�axe Ox� La di��erence de marche entre les capteurs rl et rmest donn�ee par le
produit scalaire kT �rl � rm	�

La phase �lm de la composante alpa
�
mp du produit de Kronecker de ce vecteur

source par lui�m�eme est

�lm ! ��
sin
p��xl � xm	 cos �p $ �yl � ym	 sin �p�

�
�

Le produit de Kronecker engendre ainsi un r�eseau virtuel de capteurs dont les
positions sont donn�ees par xl�xm et yl�ym� Les K couples correspondant aux
m�emes coordonn�ees engendrent le m�eme capteur virtuel� Finalement� comme
le montrent ���� et �
���� le nombre de capteurs virtuels est au maximum
Kv ! K� � K $ 
� Ce nombre maximum est atteint si la disposition des
capteurs n�entra��ne pas la confusion de certains capteurs virtuels� Pour un
r�eseau rectiligne de capteurs �equidistants il y a de multiples superpositions et�
comme les lecteurs pourront le v�eri�er� le nombre de capteurs virtuels est de
�N � 
� Les antennes virtuelles associ�ees �a une antenne rectiligne �a capteurs
�equidistants et �a une antenne circulaire sont pr�esent�ees sur la �gure ����	�

Cette approche g�eom�etrique nous montre qu�en utilisant la quadricova�
riance on pourra� comme l�avait montr�e ����� localiser plus de sources qu�il n�y a
de capteurs� Un raisonnement similaire montre que le m�eme principe s�applique
�a une autre m�ethode haute�r�esolution� d�enomm�ee Esprit� qu�il est possible
d�utiliser aux ordres sup�erieurs� avec �eventuellement des capteurs virtuels �
���

On peut aussi utiliser le r�eseau virtuel pour am�eliorer la r�esolution de
l�antenne� Mais il faut bien entendu s�attendre �a ce que les performances
obtenues avec K capteurs virtuels soient en g�en�eral moins bonnes que celles
de K capteurs r�eels� Ceci a �et�e d�emontr�e pour la m�ethode Esprit dans ������
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antenne réelle antenne virtuelle

Figure ���� Antennes r�eelles et virtuelles pour un r�eseau rectiligne et un r�eseau
circulaire�

����� Les moments hybrides non lin�eaires

La quadricovariance est associ�ee au cumulant d�ordre � du module carr�e
des observations� Elle peut �etre vue comme un moment d�ordre � de trans�
form�ees non lin�eaires des observations� Cette approche a �et�e formalis�ee dans
�
��� par l�introduction des moments hybrides non lin�eaires� L�introduction
de non�lin�earit�es dans le traitement est d�ej�a apparue au chapitre � pour la
d�econvolution aveugle par les techniques de Bussgang� nous la retrouverons
au chapitre � pour la s�eparation de sources� Avant de pr�esenter les techniques
de traitement d�antenne utilisant les moments hybrides non lin�eaires� donnons
quelques relations utiles�

G�en�eralisation des relations de Bussgang Soient deux variables
al�eatoires z� et z� �a valeurs complexes� Soit g�z�� z��	 une fonction non lin�eaire
de z� et z��� Le moment hybride non lin�eaire construit avec la fonction g est
E�z�g

��z�� z��	�� En d�eveloppant g en s�erie de Taylor on obtient
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Dans cette relation on consid�ere les variables z� et z�� comme alg�ebriquement
ind�ependantes� Il a �et�e montr�e dans �
�� et dans �

�� que cela est licite�

En remplacant les moments apparaissant dans ����	 par les cumulants
on obtient apr�es quelques manipulations alg�ebriques fastidieuses
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��

Lorsque les variables al�eatoires z� et z� sont circulaires la formule se
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simpli�e par suite de l�annulation des cumulants non sym�etriques

E�z�g
��z�� z��	� !

�X
l��
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Ces relations� donn�ees pour des variables al�eatoires quelconques� se simpli�ent
lorsque les variables al�eatoires sont gaussiennes� Dans ce cas� le seul cumulant
non nul est le cumulant d�ordre ��

Pour des variables al�eatoires gaussiennes �a valeurs r�eelles� on obtient la
formule de Bussgang ����

E�x�g�x�	� ! E

�

g�x�	


x�

�
Cum�x�� x���

qui se g�en�eralise aux variables al�eatoires �a valeurs complexes gaussiennes cir�
culaires

E�x�g�x�� x
�
�	� ! E�

�

g�x�� x��	


x�

�
Cum�x�� x

�
���

Moments hybrides non lin�eaires en traitement d�antenne Les ob�
servations sont des variables al�eatoires �a valeurs complexes� circulaires� La
covariance non lin�eaire du vecteur d�observation y est d�e�nie par

S
y�g

���

���
! E�yzy��

Dans cette relation� les composantes du vecteur z sont des transform�ees� par
la fonction non lin�eaire g� des composantes des observations yj et de leurs
complexes conjugu�ees y�j

zj ! g�yj� y
�
j 	�

Pour le mod�ele d�observation donn�e au paragraphe ��
��� y ! As$ b� le
bruit �etant suppos�e gaussien� la matrice de covariance non lin�eaire s��ecrit� en
utilisant les relations donn�ees ci�dessus�
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Dans cette relation�

� S
s�g

���

���
est la matrice de covariance non lin�eaire des sources� Par suite

de l�ind�ependance des sources cette matrice est diagonale� Les termes
diagonaux sont
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Dans cette relation� y repr�esente une des composantes des observations�
Cette composante n�a pas �a �etre pr�ecis�ee car on suppose que toutes les
observations ont les m�emes propri�et�es statistiques�

� K�
� ! E�

h
�g�y�y��

�y

i
est le terme de �Bussgang��

� S
b

���

���
est la matrice de covariance du bruit�

La relation ����	 g�en�eralise la relation ����	 donnant la matrice spectrale des
observations� Nous verrons au paragraphe ����� que cette relation permet de
retrouver les sous�espaces signal et bruit en pr�esence de bruit non blanc�

Apr�es cette pr�esentation g�en�erale des outils du traitement d�antenne �a
un ordre sup�erieur �a �� voyons plus pr�ecis�ement les techniques qui peuvent
�etre mises en �uvre� Toutes les m�ethodes de traitement d�antenne peuvent se
formuler �a partir de la matrice spectrale� L�id�ee directrice pour l�extension �a
l�ordre � est de faire jouer �a la quadricovariance� ou aux moments hybrides non
lin�eaires� le r�ole jou�e �a l�ordre � par la matrice spectrale�

	�� Formation de voies

La formation de voies est la technique la plus utilis�ee en traitement
d�antenne� Elle est fond�ee sur des statistiques d�ordre �� nous allons en donner
l�extension �a des ordres sup�erieurs�

����� Formation de voies �a l	ordre �

La formation de voies �a l�ordre � utilise le mod�ele de propagation contenu
dans les vecteurs directionnels d��	 constituant la vari�et�e d�antenne d�e�nie en
��
��� Dans cette m�ethode� on d�etermine les valeurs des param�etres de loca�
lisation � en �ltrant �spatialement� le signal� Les �ltres spatiaux r�ealisent
la projection� par un produit scalaire� de l�observation y��	 sur le vecteur
directionnel d��	� Chacun de ces produits scalaires constitue une voie� Dans la
pratique� le nombre de voies est d�etermin�e par le nombre de valeurs discr�etes
des param�etres de localisation� On mesure ensuite la puissance de sortie de
chacune des voies�

Pour des ondes planes� re�cues sur un r�eseau de capteurs �equidistants�
le param�etre de localisation est le d�ephasage entre capteurs que nous avons
introduit en ��
��� Le �ltre spatial compense ces d�ephasages avant de som�
mer les signaux recal�es en phase� Cette approche revient �a tourner arti�cielle�
ment l�antenne� pour la rendre perpendiculaire au vecteur d�onde associ�e �a
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une source � on parle de rotation �electronique de l�antenne� La sommation des
signaux �emis par une source situ�ee dans la direction de la voie ampli�e la con�
tribution de cette source� Les signaux issus des sources situ�ees dans d�autres
directions sont att�enu�es par suite de la sommation de signaux d�ephas�es�

La sortie de la formation de voies est la puissance de la sortie du �ltre
spatial� Les signaux �etant centr�es cette moyenne est le cumulant d�ordre �

f��FV ��	 ! Cum�dy��	y� �dy��	y	��� ���
	

En d�eveloppant cette relation on obtient

f��FV ��	 ! dy��	S
y
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���
d��	� ����	

La fonction utilis�ee pour la formation de voies est une forme quadratique cons�

truite sur la matrice spectrale des observations S
y

���

���
� Les observations sont en

g�en�eral form�ees des signaux provenant des sources �m	 et de bruit additif �b	�
La relation ����	 est alors
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soit encore
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Les vecteurs directionnels �etant normalis�es selon d��	yd��	 ! 
� on obtient�

pour un bruit blanc de covariance S
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De nombreux ouvrages �par exemple �

��	 ont �et�e consacr�es �a la for�
mation de voies �a l�ordre � particuli�erement dans le cas d�ondes planes re�cues
sur un r�eseau rectiligne de capteurs �equidistants� Nous ne d�etaillerons pas
toutes les propri�et�es de cette m�ethode tr�es largement utilis�ee dans de nom�
breux domaines d�application� Donnons quelques indications sur le pouvoir de
r�esolution�

Le pouvoir de r�esolution est l�aptitude �a s�eparer des sources� Il se ca�
ract�erise par la largeur du lobe �a �dB� Pour une source isol�ee� de puissance
unit�e� situ�ee dans la �direction� �� la matrice spectrale des observations non

bruit�ees est S
m

���

���
! d���	d���	y� La sortie de la formation de voies est alors

f��FV ��	 !
��d���	d��	y

��� �
Le lobe de l�antenne �a �dB est le lieu des points v�eri�ant

f��FV ���dB	 ! f��FV ���	���
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Pour une source �a l�in�ni� arrivant de la direction � ! �� ! � �voir le para�
graphe ��
��	� re�cue sur un r�eseau rectiligne de K capteurs �equidistants

f��FV ��	 !

���� sinK���

K sin���

����� �
� �etant le d�ephasage entre capteurs� L�ouverture angulaire� en �� du lobe �a
�dB est )��dB ! �� 

��D en radians et )��dB ! �
��D en degr�es� � �etant la
longueur d�onde et D la longueur totale de l�antenne�

Pour obtenir un bon pouvoir de r�esolution par formation de voies il faut
utiliser une antenne longue vis��a�vis de la longueur d�onde� Cette exigence est
di�cile� sinon impossible� �a r�ealiser pour les ondes �a grande longueur d�onde
que l�on rencontre� en particulier� en acoustique et en prospection sismique�
Nous verrons que la m�ethode du goniom�etre permet d�accro��tre fortement le
pouvoir de r�esolution�

����� Formation de voies �a l	ordre �

Dans la formation de voies �a l�ordre �� donn�ee dans ���� et ����� en sortie
du �ltre spatial� on remplace le cumulant d�ordre � estimant la puissance�
par la quadricovariance� cumulant d�ordre � de la sortie� Comme nous l�avons
indiqu�e on se place �a l�ordre � car les cumulants d�ordre � sont en g�en�eral nuls�
On obtient

f��FV ��	 ! Cum�d��	yy� �d��	yy	��d��	yy� �d��	yy	��� ���
�	

soit
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Simpli�ons les notations en posant� d ! d��� et dy ! d���� Introduisons la
matrice D issue du produit de Kronecker �ou produit tensoriel	 de ces deux
vecteurs d��� � d���

Dj
i ! d���id

���j ! did
�
j �

La relation ���
�	 se r�e�ecrit
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La fonctionnelle de la formation de voies �a l�ordre � est une forme quadratique
construite sur la quadricovariance des observations dans l�espace engendr�e par
le produit de Kronecker des vecteurs directionnels� On retrouve l�interpr�etation
de l�extension des techniques d�ordre � �a l�ordre � donn�ee en ����
�

�Les lecteurs familiers des notations tensorielles reconna��tront des tenseurs d�ordre �
covariants et contravariants�
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Le signal issu des sources et le bruit �etant statistiquement ind�ependants�
la quadricovariance des observations s��ecrit
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Tous calculs faits� en tenant compte de l�ind�ependance statistique des sources�
la fonctionnelle de la formation de voies �a l�ordre � s��ecrit
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La formation de voies �a l�ordre � pr�esente deux avantages� Lorsque le bruit
est gaussien� le terme de bruit qui d�epend de la quadricovariance du bruit est
nul� Cette annulation des termes de bruit est particuli�erement utile lorsque
le bruit n�est pas blanc� Dans ce cas� si l�on ne conna��t pas sa covariance� le
bruit peut a�ecter le traitement de mani�ere impr�evisible� Par ailleurs� comme
nous l�avons montr�e en ������ le r�eseau virtuel engendr�e par la formation de
voies �a l�ordre � est plus �etendu que le r�eseau r�eel� Cette technique poss�ede
donc un meilleur pouvoir de r�esolution que la formation de voies �a l�ordre ��
L�accro��ssement du pouvoir de r�esolution sera illustr�e au paragraphe ����

	�� Le goniom�etre

Le goniom�etre� ou m�ethode MUSIC� introduit dans les techniques d�ordre
� par ���� et �

��� est fond�e sur la d�ecomposition de l�espace des observations
en deux sous�espaces� le sous�espace signal et le sous�espace bruit� Nous avons
montr�e en ����� que cette d�ecomposition de l�espace des observations s��etend
�a l�ordre �� Cette constatation est �a la base de l�extension du goniom�etre �a
l�ordre ��

����� Le goniom�etre �a l	ordre �

On utilise� comme dans la formation de voies� le mod�ele de propaga�
tion d�ecrit par les vecteurs directionnels d��	� Les vecteurs sources engen�
drent le sous�espace signal qui est orthogonal au sous�espace bruit� Lorsque
le param�etre de localisation � parcourt l�ensemble de ses valeurs possibles�
les vecteurs directionnels engendrent la vari�et�e d�antenne� sous�ensemble V de
l�espace des observations� Les vecteurs sources appartiennent �a l�intersection
de V et du sous�espace signal� Les valeurs des param�etres de localisation des
sources sont donc contenues dans l�ensemble de valeurs de � qui rendent le
vecteur directionnel orthogonal au sous�espace bruit� Dans le cas g�en�eral� les
conditions d�orthogonalit�e peuvent conduire �a des solutions parasites� Dans
le cas d�ondes planes re�cues sur un r�eseau rectiligne de capteurs �equidistants�
quand on conna��t le nombre de sources� il n�y a pas de solutions parasites�
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La mise en �uvre du goniom�etre �a l�ordre � est faite en deux �etapes�
Elle s�appuie sur une hypoth�ese fondamentale qui est la blancheur du bruit�
La premi�ere �etape passe par l�estimation de la matrice spectrale des observa�
tions d�e�nie au paragraphe ������ En diagonalisant cette matrice on d�etermine
l�ensemble f�i� K �P 	 i 	 Kg des valeurs propres minimales � Les vecteurs
propres fvi� K � P 	 i 	 Kg associ�es �a ces valeurs propres minimales en�
gendrent le sous�espace bruit� Les autres vecteurs propres fvj� 
 � j � Pg
engendrent le sous espace signal� Par suite des erreurs d�estimation les valeurs
propres minimales n�ont pas des valeurs strictement �egales� Il existe des tests
statistiques� donn�es par �
��� et �
���� permettant de d�eterminer l�ensemble
des valeurs propres minimales�

Les vecteurs directionnels cherch�es sont orthogonaux au sous�espace
bruit� Les valeurs cherch�ees du param�etre de localisation � sont celles qui
rendent minimale la norme��

N��	 !
KX

k�P��

jdy��	vkj� ! 
�
PX
k��

jdy��	vkj��

de la projection des vecteurs directionnels sur le sous�espace bruit�
Dans le cas d�ondes planes re�cues sur un r�eseau de capteurs� le param�etre

de localisation est l�angle �� Le goniom�etre et l�algorithme MUSIC repr�esentent
la fonction

f��G��	 !



N��	
�

Les directions des sources sont donn�ees par les valeurs de � associ�ees aux
maximums de f��G��	�

Le goniom�etre �a l�ordre � appliqu�e �a un r�eseau de K capteurs peut lo�
caliser au maximum K � 
 sources� En e�et� pour ce nombre maximal de
sources� le sous�espace bruit est r�eduit �a la dimension 
 qui est sa dimension
minimale�

L�int�er�et principal du goniom�etre est l�accro��ssement du pouvoir de
r�esolution par rapport �a la formation de voies� Pour un r�eseau rectiligne de
capteurs �equidistants recevant des ondes planes le goniom�etre donne les direc�
tions des sources sans biais lorsque le bruit additif est blanc� Les directions
estim�ees sont dispers�ees par suite des erreurs d�estimation de la matrice spec�
trale des observations� De nombreux travaux ont pr�esent�e la variance de cette
estimation �

���

����� Le goniom�etre �a l	ordre �

Le goniom�etre �a l�ordre �� comme le goniom�etre �a l�ordre �� est fond�e
sur la d�ecomposition de l�espace des observations en deux sous�espaces

��Les vecteurs propres vk de la matrice spectrale des observations sont norm�es�
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compl�ementaires� le sous�espace signal d�ordre � et le sous�espace bruit d�ordre
�� A l�ordre �� on se place dans les espaces engendr�es par les produits de Kro�
necker des vecteurs observations et des vecteurs sources� Comme nous l�avons
indiqu�e en ������ l�espace d�ordre � des observations a K� dimensions et le sous�
espace signal d�ordre � a P dimensions� On peut donc� �a cet ordre� localiser
un nombre de sources sup�erieur au nombre de capteurs� Ce nombre de sources
localisables d�epend de la g�eom�etrie du r�eseau comme nous l�avons montr�e en
������

Comme pour le cas de l�ordre � la mise en �uvre du goniom�etre d�ordre
� se fait en deux �etapes � d�etermination des sous�espaces bruit et signal� et
utilisation de l�orthogonalit�e des sources au sous�espace bruit�

Les matrices cumulantes La d�etermination des sous�espaces bruit et signal
est faite �a partir de la quadricovariance des observations

Qy ! S
y

���

���
! Cum�y�yy�y�yy��

La quadricovariance joue �a l�ordre � le r�ole jou�e par la matrice spectrale �a
l�ordre �� Pour obtenir les sous�espaces signal et bruit on doit diagonaliser la
quadricovariance� Cette diagonalisation est faite dans l�espace �a K� dimen�
sions engendr�e par les produits de Kronecker des vecteurs d�observation� Une
solution �a ce probl�eme de diagonalisation a �et�e donn�ee par ���� en utilisant les
matrices cumulantes�

L�application de la quadricovariance Q �a une matrice M permet de cons�
truire ce que ���� d�enomme une matrice cumulante dont la composante Qj

i �M	�
est donn�ee par

Qj
i �M	 !

X
lm

Mm
l Q

lj
mi�

On peut interpr�eter ces di��erentes op�erations en termes de
tenseurs� La quadricovariance est un tenseur d�ordre �� deux fois
covariant et deux fois contravariant � les matrices M � ou les pro�
duits de Kronecker� sont des tenseurs d�ordre �� une fois covari�
ant et une fois contravariant� La matrice cumulante est le tenseur
d�ordre �� une fois covariant et une fois contravariant obtenu par
produit contract�e du tenseur quadricovariance et du tenseur M �

Diagonalisation de la quadricovariance Etant donn�ee une quadricovari�
ance Q� construite sur un espace d�observation de dimensionK� on montre dans
���� qu�il existe K� matrices cumulantes qui diagonalisent la quadricovariance
selon la relation

Q�M�l		 ! �lM�l	�

Pour obtenir les matrices M�l	 diagonalisant la quadricovariance on peut�
par exemple� ordonner leurs composantes dans un �long� vecteur en balayant
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M�l	 en lignes ou en colonnes� On est alors ramen�e �a un probl�eme classique
de diagonalisation d�une matrice K��K�� hermitienne par suite des sym�etries
de la quadricovariance� et donc �a valeurs propres r�eelles�

La r�eponse du goniom�etre d�ordre � Les r�esultats pr�ec�edents appliqu�es
�a la quadricovariance des observations Qy permettent de d�eterminer le sous�
espace bruit et le sous�espace signal� Le sous�espace bruit est engendr�e par
les K� � P matrices cumulantes M�l	 associ�ees aux K� � P valeurs propres
minimales� Le sous�espace signal� compl�ementaire du sous�espace bruit� est en�
gendr�e par les matrices cumulantes associ�ees aux P valeurs propres maximales�

La norme de la projection des produits de Kronecker des vecteurs direc�
tionnels d�����	� d�����	 sur le sous�espace bruit est

N���	 ! 
�
PX
l��

�X
pq

M�l	
q

p
dq��	dp��	

�
!

K�X
l�P��

�X
pq

M�l	
q

p
dq��	dp��	

�
�

On en d�eduit la r�eponse du goniom�etre d�ordre �

f��G��	 !
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Les maximums de f��G��	 donnent les param�etres de localisation des sources�
Comme �a l�ordre �� le goniom�etre �a l�ordre � a un fort pouvoir de r�esolution�
Le goniom�etre �a l�ordre � est utile� sinon indispensable� dans deux situations �

� lorsque le nombre de sources est sup�erieur au nombre de capteurs�

� en pr�esence d�un bruit gaussien de covariance inconnue il permet� en
moyenne� d��eliminer la contribution du bruit� La pr�esence de bruit� m�eme
gaussien� in�uencera cependant la qualit�e de la localisation en augmen�
tant la variance de l�estimation des param�etres de localisation�

����� Utilisation des moments hybrides non lin�eaires

Nous avons introduit au paragraphe ����� la covariance non lin�eaire des
observations

S
y�g

���

���
! AS

s�g

���

���
Ay$ K�

�Sb
���

���
�

La technique du goniom�etre peut �etre mise en oeuvre �a partir de cette cova�
riance estim�ee comme l�ont montr�e �
��� et �


��

Lorsque le bruit est blanc S
b

���

���
! PbI� les vecteurs propres associ�es aux

valeurs propres minimales de la covariance non lin�eaire des observations engen�

drent le sous�espace bruit� On peut donc utiliser S
y�g

���

���
comme la covariance

classique utilis�ee �a l�ordre ��
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Les techniques d�ordre � sont peu e�caces lorsque le bruit n�est pas
blanc� Dans cette situation la covariance non lin�eaire permet de localiser les
sources� On peut soit �eliminer le bruit en choisissant une non�lin�earit�e adapt�ee
ou utiliser conjointement la covariance non lin�eaire et la covariance lin�eaire�

L��elimination de l�e�et du bruit est obtenue en adaptant la forme de
la non�lin�earit�e� Deux possibilit�es sont propos�ees� En prenant la non�lin�earit�e
g�y� y�	�K�

�y� la covariance non lin�eaire des observations

S
y�g

���

���
! A�S

s�g

���

���
�K�

�Ss
���

���
	Ay

ne fait plus intervenir le bruit et donne directement les sous�espaces signal
et bruit� On �elimine �egalement le bruit en prenant la non�lin�earit�e g�y� y�	 !
K�

g�g��y� y
�	�K�

g�g��y� y
�	� On obtient

S
y�g

���

���
! A

�
K�

g�Ss�g�
���

���
�K�

g�Ss�g�
���

���

�
Ay�

En�n� on montre dans �
��� que la diagonalisation conjointe de la matrice
de covariance et d�une matrice de covariance non lin�eaire des observations
donne les sous�espaces signal et bruit�

	�	 Illustration

Dans cette illustration� nous reprenons l�exemple de l�antenne rectiligne
�a capteurs �equidistants� Nous simulons une antenne de K ! � capteurs� es�
pac�es de ���� � �etant la longueur d�onde� L�antenne re�coit 
� sources dont les
directions d�arriv�ee �� en degr�es	� les puissances �Ps	 et les kurtosis �K

s ���
	�

sont donn�es dans le tableau ���
	�
Le bruit� ind�ependant des sources� est spatialement blanc jusqu��a l�ordre

�� et est suppos�e gaussien� La puissance du bruit est Pb ! ��
� Les cumulants
d�ordre � et � des observations sont calcul�es exactement� de sorte que tout se
passe comme si nous avions observ�e les donn�ees sur une dur�ee in�nie�

On a repr�esent�e sur la �gure ����	 les r�eponses obtenues pour la formation
de voies et le goniom�etre aux ordres � et �� L�antenne utilis�ee a une longueur

� ��� �
� �� � � 
� �� �� �� �� �� 
�
Ps � 
 � � 
 �
 ��
 ��
 ��
 ��
 ��
 ��

K
s ���

�� ��� �
�� �
 �
�� �
�� �
�� ��� �� �� ���� ��

Tableau ��
� Description des sources utilis�ees pour l�illustration de traitement
d�antenne� � est la direction dans laquelle se trouve une source de puissance
Ps et de kurtosis Ks����
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−90 −45 0 45 90
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Figure ���� R�eponses de la formation de voies et du goniom�etre� Les panneaux
du haut concerne l�ordre � et ceux du bas l�ordre �� La r�eponse de la formation
de voies est en �echelle logarithmique�

totale de ���� � Pour la formation de voies �a l�ordre � l�ouverture du lobe prin�
cipal est approximativement de �
 degr�es� Les sources ne sont pas localis�ees�
On distingue seulement deux zones �energ�etiques centr�ees sur la direction �� et
sur la direction ����� La formation de voies �a l�ordre �� issue d�une �antenne
virtuelle� dont la longueur totale est 
���� comme le montre la �gure ����	�
a un lobe central plus �etroit mais elle ne s�epare toujours pas les sources� On
voit que le goniom�etre �a l�ordre � a un pouvoir de r�esolution bien sup�erieur �a
celui de la formation de voies� Le goniom�etre �a l�ordre �� comme nous l�avons
indiqu�e� ne peut localiser que cinq �K�
	 sources� Il fait appara��tre cinq direc�
tions centr�ees sur les zones contenant les sources� La source isol�ee �a l�azimuth
���� est bien localis�ee� Les directions des autres sources sont rep�er�ees mais les
sources individuelles ne sont pas localis�ees� Le goniom�etre �a l�ordre �� comme
nous l�avons indiqu�e en ������ peut s�eparer onze sources� On voit qu�il indique
dix directions qui s�approchent des directions des sources�

Des exp�eriences compl�ementaires� non pr�esent�ees ici� ont montr�e que
lorsque le kurtosis du bruit augmente en valeur absolue� de moins en moins de
sources sont d�etect�ees par le goniom�etre �a l�ordre �� Il en est de m�eme pour
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le goniom�etre �a l�ordre � lorsque la puissance du bruit augmente� Cependant�
la puissance du bruit a moins d�e�et sur le goniom�etre �a l�ordre � que son
kurtosis + dans les performances asymptotiques que nous observons ici� cette
puissance n�intervient pas�

	�
 Conclusion

Comme nous l�avons montr�e dans ce chapitre� le traitement d�antenne aux
ordres sup�erieurs �etend les techniques classiques de traitement d�evelopp�ees �a
l�ordre �� Nous avons pr�esent�e l�utilisation des statistiques d�ordre �� Sur les
m�emes principes� on pourrait �etendre le traitement d�antenne �a d�autres ordres�

Les fondements des principales m�ethodes de traitement d�antenne d�ordre
sup�erieur ont �et�e donn�ees� De nombreuses questions concernant la mise en
�uvre et les performances restent encore ouvertes�

A l�ordre �� on a d�evelopp�e des m�ethodes adaptatives dans lesquelles
le �ltre spatial� introduit en traitement d�antenne est d�etermin�e en fonction
des donn�ees observ�ees� Ces techniques trouvent leur origine dans le �ltre de
Wiener adaptatif et dans le �ltre de Capon� Nous pensons que des r�esultats
sont �a attendre dans ce domaine���

��Citons la r�ef�erence ���� qui �etend le �ltre de Wiener aux ordres sup�erieurs�



Chapitre �

S�eparation de sources

La s�eparation de sources concerne les techniques de traitement du signal
mises en �uvre pour retrouver plusieurs composantes �el�ementaires �les sources	
�a partir de combinaisons lin�eaires de ces sources re�cues sur plusieurs capteurs�

La s�eparation de sources se rencontre dans de nombreux domaines� En
astronomie ou en astrophysique� le t�elescope ou le radio�t�elescope observent si�
multan�ement plusieurs �etoiles dont on veut s�eparer les contributions� En acous�
tique sous�marine� l�antenne du sonar re�coit simultan�ement les signaux acous�
tiques �emis par plusieurs b�atiments et perturb�es par le bruit acoustique am�
biant� En prospection sismique les �echos renvoy�es par les surfaces de s�eparation
entre les couches du sous�sol peuvent interf�erer� Dans un atelier� les vibrations
des di��erentes machines se confondent� Dans les communications par la parole�
les situations de m�elange sont nombreuses� � �

Dans ces divers domaines� on s�int�eresse �a un objet ��etoile� b�atiment� ma�
chine vibrante� � � 	 qui �emet des signaux �optiques� �electromagn�etiques� acous�
tiques� vibratoires	� Apr�es propagation ces signaux sont re�cus sur un r�eseau de
capteurs� A partir des signaux re�cus� on veut retrouver les signaux �emis par
chacune des sources�


�� Mod�elisation

L�objet de ce paragraphe est de pr�eciser les mod�eles de m�elanges de
sources sur lesquels nous allons travailler� Ces mod�eles ont d�ej�a �et�e pr�esent�es
dans le chapitre �� mais il para��t important de les discuter �a nouveau dans
le contexte plus g�en�eral de la s�eparation de sources� De plus� des remarques
fondamentales sur l�identi�abilit�e des param�etres des mod�eles sont e�ectu�ees�

����� Mod�ele

En s�eparation de sources� la situation physique est semblable �a celle qui a
�et�e pr�esent�ee au chapitre � pour le traitement d�antenne� Les signaux �emis� ou
modi��es� par P sources sont re�cus sur un r�eseau de K capteurs� La propagation

��
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entre les sources et les capteurs est repr�esent�ee par un �ltrage �a P entr�ees� les
signaux sources� et K sorties� les signaux re�cus sur les capteurs� On admet que
ce �ltrage� introduit par la propagation� est lin�eaire et stationnaire� Comme
nous l�avons indiqu�e au chapitre �� les signaux yi�t	 re�cus sur les capteurs
s��ecrivent en fonction des signaux sp�t	 �emis par les P sources selon

yi�t	 !
PX
p��

Z
aip�t� � 	 sp�� 	 d� $ bi�t	� �i ! 
� � � � �K� ���
	

Dans cette relation� aip�t	 repr�esente la r�eponse impulsionnelle du �ltre
d�ecrivant la propagation entre la source p et le capteur i �fonction de Green	�
Le terme bi�t	 d�esigne un bruit additif�

Dans le domaine spectral� cette expression devient

Yi��	 !
PX
p��

Aip��	Sp��	 $ B��	� �i ! 
� � � � �K�

que l�on conviendra d��ecrire de mani�ere plus compacte sous la forme

y��	 ! A��	 s��	 $ b��	� ����	

La matrice A��	� de dimension K�P � rassemble toutes les fonctions de trans�
fert entre les P sources et les K capteurs�

Nous distinguerons trois types de situations selon les conditions de pro�
pagation et selon le domaine� temporel ou spectral� dans lequel sont d�ecrits les
signaux�


� Le m�elange instantan�e � dans la mod�elisation en temps� si on suppose
que la propagation n�introduit pas de retard� le signal re�cu sur le capteur
i s��ecrit

yi�t	 !
PX
p��

aip sp�t	 $ bi�t	�

En rassemblant les poids a�ect�es aux di��erents trajets entre les sources
et les capteurs dans la matrice A� en introduisant les vecteurs des sources
s�t	� du bruit b�t	 et des signaux re�cus y�t	� le m�elange instantan�e s��ecrit

y�t	 ! As�t	 $ b�t	� ����	

�� Le m�elange spectral est d�ecrit par la relation ����	�

�� Le m�elange convolutif correspond au cas g�en�eral d�ecrit par l��equation
���
	�
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Le m�elange instantan�e et le m�elange spectral sont formellement iden�
tiques puisque d�ecrits par un produit matriciel� La di��erence essentielle entre
ces deux mod�eles vient du fait que dans le m�elange instantan�e� les signaux
sont en g�en�eral �a valeurs r�eelles� alors que dans le m�elange spectral ils sont �a
valeurs complexes�

Les algorithmes permettant de s�eparer le m�elange spectral peuvent �etre
utilis�es pour le m�elange instantan�e� L�inverse n�est pas vrai� et certains al�
gorithmes ne s�appliqueront qu�aux m�elanges instantan�es� En raison de leur
similarit�e de forme� on convient cependant de rassembler ces deux mod�eles
sous la d�enomination de m�elanges simples�

La s�eparation de m�elanges convolutifs est encore un sujet en cours de
d�eveloppement� Nous pr�esenterons les solutions propos�ees qui se situent �a la
fronti�ere des domaines d�ej�a explor�es�

Apr�es avoir rappel�e les r�esultats connus sur la s�eparation de sources
�a l�ordre �� nous pr�esenterons les techniques faisant appel aux statistiques
d�ordre sup�erieur pour la s�eparation de m�elanges simples et de m�elanges con�
volutifs� Auparavant� en nous limitant au mod�ele simple� int�eressons nous �a
l�identi�abilit�e qui nous conduira �a pr�eciser quels sont les param�etres du mod�ele
que l�on peut d�eterminer et quels sont les param�etres non accessibles �a la
mesure�

����� Identi�abilit�e

Dans le mod�ele simple� le m�elange des sources r�esulte du produit du
vecteur des sources s par la matrice A� Cette matrice repr�esente les poids
a�ect�es aux di��erents trajets dans le m�elange instantan�e� ou les fonctions de
transfert des �ltres liant les sources aux capteurs dans le m�elange spectral� Le
m�elange non bruit�e s��ecrit

m ! A s� ����	

Ce mod�ele contient des �el�ements fondamentalement non identi�ables et des
�el�ements non identi�ables seulement �a l�ordre ��

Non
identi�abilit�e intrins�eque La forme de la relation ����	 n�est pas
modi��ee si on multiplie une quelconque des composantes du vecteur des sources
s par une constante� et si l�on divise la colonne correspondante de A par la
m�eme constante�

Dans le m�elange instantan�e� qui met en jeu des variables �a valeurs r�eelles�
cette ind�etermination porte sur l�amplitude� ou sur la puissance des sources�
qui est donc non identi�able�

Dans le m�elange spectral� la constante multiplicative arbitraire est un
nombre complexe qui modi�e l�amplitude et la phase des sources� Dans ce cas�
l�ind�etermination porte sur l�amplitude et sur la phase des sources� L�amplitude
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�ou la puissance	 et la phase des sources ne sont donc pas identi�ables� Cette
ind�etermination s�applique pour chaque valeur de la fr�equence� Dans le mod�ele
spectral� les sources sont donc d�e�nies �a un �ltrage lin�eaire stationnaire pr�es�

La connaissance des sources �a un �ltrage pr�es �etait a priori pr�evisible�
Si l�on remplace chaque source par une �ltr�ee d�elle�m�eme� on conserve
l�ind�ependance des sources qui est l�hypoth�ese fondamentale permettant de
r�ealiser la s�eparation�

Les sources sont connues �a un �ltrage pr�es + on peut cependant
d�eterminer l�e�et produit par chacune d�elles sur chacun des capteurs� La ma�
trice s�eparatrice A�� pseudo�inverse de la matrice de m�elange A� �etant �x�ee
�a une constante multiplicative pr�es on peut toujours imposer �a l�un des coef�
�cients des vecteurs colonnes de la matrice A� d��etre �egal �a 
� Avec cette
normalisation� la s�eparation donne la composante de chaque source sur le cap�
teur correspondant �a la composante unit�e de la matrice A�� Apr�es s�eparation
on pourra ainsi reconstituer le signal qu�aurait re�cu un capteur si une seule
source avait �et�e pr�esente�

Une autre ind�etermination intrins�eque au probl�eme est celle de l�ordre des
sources� En e�et� on peut permuter deux composantes du vecteur source s sans
modi�er le mod�ele ����	� pourvu que l�on permute les colonnes correspondantes
de A� Il ne faudra donc pas �etre surpris de constater� dans les exp�erimentations�
que les sources estim�ees n�appara��ssent pas toujours dans le m�eme ordre que
les sources originales�

Non
identi�abilit�e �a l�ordre � A l�ordre �� pour un mod�ele simple� les
techniques classiques utilisent les autocorr�elations et les intercorr�elations des
observations� Ces grandeurs constituent la matrice de covariance� calcul�ee au
retard nul� pour les m�elanges instantan�es� et la matrice spectrale pour les
m�elanges spectraux�

Normalisons la matrice de m�elange A de mani�ere �a ce que les sources
aient une puissance unit�e�� La matrice de covariance des sources est alors la

matrice identit�e C
s

���

���
! Cum�s� sy� ! I� La matrice de m�elange A s��ecrit

�d�ecomposition en valeurs singuli�eres ou SVD	

A ! U(���V y� ����	

Dans cette relation� U et V sont des matrices rectangulaires �a P colonnes
�le nombre de sources	 et �a K lignes �le nombre de capteurs	� telles que�

UUy ! V V y ! IK et UyU ! V yV ! IP � ( est une matrice diagonale contenant
les P valeurs propres r�eelles non nulles de AAy�

La matrice de covariance de la partie non bruit�ee des observations est

C
m

���

���
! Cum�m�my� ! AC

s

���

���
Ay�

�Ceci n�est pas une contrainte limitative puisque la puissance des sources est arbitraire�
�IQ est la matrice identit�e de dimension Q�Q�
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En tenant compte du fait que la covariance des sources est �egale �a l�identit�e�
et en rempla�cant A par sa SVD ����	� l�expression de la covariance des obser�
vations non bruit�ees devient

C
m

���

���
! U(���V V y(����Uy ! U(���(���Uy ! U (Uy� ����	

La matrice de covariance des observations permet d�estimer les matrices U et
(� U est la matrice des vecteurs propres normalis�es associ�es aux valeurs propres

non nulles de la matrice de covariance des observations C
m

���

���
� ( est la matrice

diagonale des valeurs propres non nulles de C
m

���

���
� Ces valeurs propres sont

r�eelles positives car la matrice de covariance des observations est hermitienne
d�e�nie non n�egative� Les �el�ements diagonaux de (��� sont les racines r�eelles

positives des valeurs propres de C
m

���

���
�

La matrice V a disparu de la relation ����	 + par cons�equent� cette matrice
et donc la matrice de m�elange A ne sont pas identi�ables �a l�ordre � en utilisant
seulement la matrice de covariance au retard nul pour le m�elange instantan�e�
ou la matrice spectrale pour le m�elange spectral� Dans certaines conditions� on
peut r�ealiser la s�eparation �a l�ordre � de m�elanges instantan�es� en utilisant les
matrices de covariance des observations pour des retards di��erents de ��

����� Blanchiment spatial �a l	ordre �

En projetant le vecteur des observations y ! m $ b sur les vecteurs
propres associ�es aux valeurs propres non nulles de la matrice de covariance
des signaux utiles �les colonnes de U	� et en normalisant ces projections� on
obtient le vecteur �a P composantes

� ! (����Uyy def
! x$ n ! V ys$ (����Uyb� ����	

Apr�es projection� la matrice de covariance de la partie signal�

C
x

���

���
! E

�
xxy

�
! (����UyC

m

���

���
U(���� ! V yC

s

���

���
V ! V yV ! I�

est la matrice identit�e� L��etude �a l�ordre � nous permet donc de blanchir� le
signal en construisant une observation standardis�ee� form�ee de composantes
d�ecorr�el�ees et de m�eme puissance�

Le bruit est modi��e par la projection� La matrice de covariance du bruit
projet�e est en e�et

E
�
nny

�
! (����UyC

b

���

���
U(�����

�Nous utilisons ici le terme blanchiment qui est plus courant en traitement du signal�
En statistique� comme nous l�avons indiqu�e au chapitre �� cette op�eration est d�enomm�ee
standardisation�
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Lorsque le bruit a�ectant les donn�ees observ�ees est spatialement blanc� C
b

���

���
!

PbI� le bruit projet�e a pour matrice de covariance C
n

���

���
! Pb(��� Les com�

posantes du bruit projet�e conservent la propri�et�e de d�ecorr�elation mais elles
n�ont plus la m�eme puissance�


�� S�eparation de sources �a l�ordre �

Dans ce paragraphe� nous examinons les solutions existant pour s�eparer
des sources �a l�aide des statistiques d�ordre ��

����� S�eparation de m�elanges instantan�es

Plusieurs auteurs �voir ���� ��� par exemple	 ont montr�e que l�on peut
s�eparer un m�elange instantan�e de sources ayant des spectres di��erents en uti�

lisant les matrices de covariance C
y

���

���
�� 	 ! Cum�y�t	�yy�t � � 	� des signaux

observ�es prises� pour di��erentes valeurs du retard�
Comme dans le paragraphe ��
��� nous admettons que les sources ont

une puissance unit�e et nous �ecrivons la matrice de m�elange sous la forme

A ! U(V y� La matrice de covariance des observations au retard nul C
y

���

���
��	 !

U(Uydonne les matrices U et (� Comme en ��
��� on en d�eduit les observations
blanchies

��t	 ! (����Uyy�t	�

En supposant le bruit temporellement blanc� la matrice de covariance des ob�
servations blanchies est� au retard � �

C
�

���

���
�� 	 ! V yC

s

���

���
�� 	V� ���
	

La matrice de covariance des sources C
s

���

���
�� 	 au retard � est diagonale� La

matrice V est donc la matrice unitaire qui diagonalise la matrice de covari�
ance des observations blanchies� La d�etermination de V permet de terminer
l�identi�cation de la matrice de m�elange A et donc de s�eparer les sources par

s�t	 ! V ��t	�

Pour que cette m�ethode de s�eparation soit applicable� il faut que la diagonalisa�
tion des matrices de covariance pour di��erents retards apporte des informations
nouvelles par rapport �a la diagonalisation de la matrice de covariance au retard
nul� Cette condition est remplie si les fonctions de corr�elation ou� ce qui est
�equivalent� les densit�es spectrales des sources� sont di��erentes� Si les sources
ont des spectres de m�eme forme ��egaux �a un facteur de proportionalit�e pr�es	 la
s�eparation n�est pas possible� Dans ce cas� la matrice de covariance des sources
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est �egale �a la matrice identit�e I multipli�ee par la fonction de corr�elation des
sources C

s ���
�� 	 - qui est la m�eme pour toutes les sources -� La relation ���
	

devient

C
�

���

���
�� 	 ! C

s ���
�� 	V yV ! C

s ���
�� 	I�

La matrice V n�intervient pas� elle n�est donc pas identi�able�

Si les sources ont des spectres di��erents� mais proches� la s�eparation �a
l�ordre � est th�eoriquement possible� Le r�esultat sera cependant tr�es sensible
aux erreurs� Une telle m�ethode de s�eparation� appliqu�ee �a des sources ayant
des spectres voisins� sera tr�es peu pr�ecise�

����� S�eparation de m�elanges spectraux

L�outil de base utilis�e pour la s�eparation de m�elanges spectraux �a l�ordre

� est la matrice spectrale S
y

���

���
��	� matrice de covariance des observations

spectrales y��	� L�utilisation de la matrice spectrale en traitement d�antenne
�chapitre �	 et en s�eparation de sources est issue des travaux de H� Mermoz
�
�
��

Comme nous l�avons vu au chapitre �� le nombre de valeurs propres domi�
nantes de la matrice spectrale permet de d�eterminer le sous�espace signal� La
dimension du sous�espace signal donne le nombre de sources� La connaissance
du sous�espace signal est �evidemment insu�sante pour d�eterminer les sources
qui sont caract�eris�ees par des vecteurs appartenant �a ce sous�espace�

Pour r�ealiser la s�eparation de sources �a l�ordre � on doit disposer de
relations suppl�ementaires� Il n�existe pas de cadre g�en�eral pour d�eterminer ces
relations qui d�ependent de chaque cas d�esp�ece� Comme on l�a vu au chapitre
�� on peut localiser et s�eparer des sources avec une antenne form�ee d�un r�eseau
de capteurs lorsque la r�eponse et la position de ces derniers sont parfaitement
connues� Si ce n�est pas le cas� il faut recourrir aux statistiques d�ordre sup�erieur
�cf� section ���	�

����� S�eparation de m�elanges convolutifs

La s�eparation de m�elanges convolutifs en utilisant les statistiques d�ordre
� est possible lorsque l�information est su�samment redondante� On parle de
diversit�e spatiale� temporelle� ou spectrale selon que les informations sont issues
de l�exploration de l�espace� du temps ou du spectre� Des syst�emes permettant
la s�eparation �a l�ordre � de m�elanges convolutifs� que nous ne d�evelopperons
pas ici� ont �et�e d�ecrits dans ����� Notons que ce th�eme de recherche est un sujet
d�actualit�e�
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Les techniques utilisant les statistiques d�ordre � ne permettent pas de
r�esoudre tous les probl�emes de s�eparation de sources� Dans ces situations�
l�utilisation des statistiques d�ordre sup�erieur �a � am�ene des solutions� Ce para�
graphe a pour objet de pr�esenter la philosophie de quelques m�ethodes� et de
montrer les techniques de s�eparation�

����� L	analyse en composantes ind�ependantes

La s�eparation �a l�ordre � est essentiellement fond�ee sur la d�ecorr�elation
des signaux sources� Cette d�ecorr�elation est une cons�equence de l�ind�ependance
des sources� Sauf dans le cas de signaux sources gaussiens� l�utilisation de la
d�ecorr�elation n�exploite pas compl�etement l�ind�ependance qui est une propri�et�e
bien plus forte que la d�ecorr�elation� C�est ici qu�apparaissent les statistiques
d�ordre sup�erieur en s�eparation de sources� En utilisant des statistiques d�ordre
sup�erieur �a �� on exploite plus compl�etement l�ind�ependance des sources� On
obtient ainsi des crit�eres permettant de r�ealiser la s�eparation sans information
suppl�ementaire� Ceci conduit a un nouveau concept � l�Analyse en Composantes
Ind�ependantes �ACI	� introduit par C� Jutten et J� H�erault dans �


�� et
d�evelopp�e dans ����� Cette nouvelle approche vient compl�eter l�Analyse en
Composantes Principales �ACP	� fond�ee sur la seule d�ecorr�elation� qui est une
m�ethode tr�es utilis�ee en statistique�

����� Utilisation de l	ind�ependance statistique

Plusieurs approches utilisant l�ind�ependance statistique ont �et�e
d�evelopp�ees� Les r�eseaux neuromim�etiques donnent une solution� Les ap�
proches fond�ees sur les cumulants d�ordre sup�erieur �a � utilisent la pro�
pri�et�es d�annulation des cumulants crois�es construits sur des composantes
ind�ependantes �chapitre 
 page 
�	� que l�on peut utiliser pour s�eparer des
sources� On peut �egalement s�appuyer sur le principe du maximum de vraisem�
blance qui est la m�ethode standard en statistique pour r�esoudre un probl�eme
d�estimation� En�n� on peut fonder la s�eparation sur des distances entre lois�
ce qui conduit aux contrastes�

Les r�eseaux neuromim�etiques Une pr�esentation d�etaill�ee de cette
m�ethode peut �etre trouv�ee dans �
��� 

��� Consid�erons un m�elange instan�
tan�e de deux sources non bruit�ees� y�t	 ! As�t	� et cherchons �a s�eparer les
deux sources par le syst�eme boucl�e d�ecrit sur la �gure ���
	� La sortie du
syst�eme est r�t	 ! y�t	�Gr�t	� G �etant la matrice s�eparatrice�

G !

�
� g��
g�� �

�
�
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y (t)1

2y (t) 2r (t)

-g 12

r (t)1
+

+

-g 21

Figure ��
� Syst�eme boucl�e pour la s�eparation de deux sources� On retranche
�a l�observation � la contribution de la source estim�ee �� et �a l�observation �
la contribution de la source �� Un crit�ere d�adaptation ad�equat des coe
cients
r�ealise la s�eparation�

La sortie du syst�eme boucl�e est

r�t	 ! �I $ G	��y�t	 ! �I $ G	��As�t	� ����	

En faisant �I $ G	��A ! I on retrouve les sources� Cet exercice d�alg�ebre
simple montre qu�il existe des solutions� Il ne donne pas de moyen pratique car
on ne connait pas la matrice de m�elange A�

Le principe de r�esolution consiste �a appliquer la m�ethode g�en�erale utilis�ee
dans les syst�emes boucl�es que nous avons pr�esent�ee au chapitre � � faire �evoluer
les coe�cients du syst�eme� ici g�� et g��� de mani�ere �a maximiser ou minimiser
un crit�ere�

Dans le cas plus g�en�eral d�un m�elange de P sources� le principe reste le
m�eme et est fond�e sur le syst�eme r�t	 ! y�t	 � Gr�t	� o�u la diagonale de la
matrice G ne contient que des z�eros� La composante n de la sortie s��ecrit alors

rn�t	 ! annsn�t	 $
X
k ��n

�anksk�t	� gnkrk�t		 �

Ecrivons la solution sous la forme rk�t	 ! akk�sk�t	 $ �sk�t	� �on admet ici
que l�on retrouve les sources �a un facteur d��echelle pr�es akk non identi�able	�
Quand �sk�t	 	 �� on obtient

rn�t	 � annsn�t	 $
X
k ��n

�ank � gnkakk	sk�t	�

Les sources �etant ind�ependantes� la puissance de la sortie est

E�r�n�t	� ! a�nnE�s�n�t	� $
X
k ��n

�ank � gnkakk	
�E�s�k�t	��
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Cette expression nous indique que pour obtenir une sortie rn�t	 proportionnelle
�a la source n il faut minimiser la puissance de la sortie� Ceci nous fournit un
crit�ere d�adaptation � on fera varier les coe�cients gij de mani�ere �a minimiser
la puissance de la sortie� Apr�es quelques calculs� d�evelopp�es dans �

��� on
obtient pour la r�egle d�adaptation des coe�cients de la matrice s�eparatrice

dgik
dt

! �si�t	sk�t	 �i �! k�

o�u � est le pas d�adaptation� qui �xe la vitesse de convergence�
Avec cette r�egle d�adaptation� compte tenu de l�e�et de m�emoire inh�erent

�a ces syst�emes boucl�es� lorsque l�on atteint l��etat stationnaire dgik�dt ! �� on
a E�si�t	sk�t	� ! �� Le crit�ere d�adaptation permet donc d�obtenir des sor�
ties d�ecorr�el�ees� Nous avons vu que cette condition n��etait pas su�sante pour
s�eparer les sources� Il y aura donc de nombreux points d��equilibre parasites �
cette solution est donc inacceptable� C�est ici qu�intervient l�apport d�ecisif des
syst�emes neuromim�etiques� Une propri�et�e g�en�erale de ces syst�emes indique que
pour r�esoudre des probl�emes de classi�cation� en utilisant des syst�emes boucl�es�
il est n�ecessaire d�utiliser une r�egle d�adaptation non lin�eaire� Les auteurs de
�
��� ont propos�e comme r�egle d�adaptation

dgik
dt

! �f �si�t	�h�sk�t	� �i �! k�

les fonctions f et h �etant des fonctions non lin�eaires� Avec ce type de r�egle�
la s�eparation est possible� Il peut exister selon la forme de f et de h quelques
solutions parasites�

On peut comprendre simplement pourquoi une r�egle d�adaptation non
lin�eaire permet la s�eparation� Quand le r�egime stationnaire est atteint� le
syst�eme conduit �a E�ffsi�t	ghfsk�t	g� ! �� Les fonctions non lin�eaires f et h
font que cette moyenne est fonction non seulement des moments du second or�
dre mais aussi de moments d�ordre sup�erieur� On a donc une r�egle qui annule si�
multan�ement des cumulants de divers ordres et utilise donc plus compl�etement
l�ind�ependance des sources que ne le fait la d�ecorr�elation� Nous verrons plus loin
que ce type de r�egle est justi��e par les r�esultats de l��etude selon le maximum de
vraisemblance� Cette proc�edure �etablit un parall�ele avec les techniques d�ordre
�� La s�eparation est toujours fond�ee sur un crit�ere de d�ecorr�elation� mais ici
il s�applique �a des transform�ees non lin�eaires des signaux� En�n� on retrouve
des r�esultats analogues �a ceux que l�on avait obtenus en d�econvolution aveu�
gle �chapitre �	� L�identi�cation du �ltre inverse n�ecessitait la mise en �uvre
de potentiels non quadratiques� et donc de r�egles d�adaptation non lin�eaires�
L�uni�cation de ces techniques est une question ouverte�

Les cumulants crois�es et la quadricovariance A partir d�une analyse
heuristique du probl�eme� fond�ee sur la propri�et�e fondamentale d�annulation
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des cumulants crois�es� il a �et�e propos�e dans ���� ��� 
��� des approches faisant
explicitement appel �a l�annulation des cumulants crois�es d�ordre �� Ces ap�
proches ont �et�e mises en forme dans ���� ���� et �etendent les proc�edures de
diagonalisation qui s�appliquent habituellement aux statistiques d�ordre ��

Deux approches principales ont �et�e introduites� fond�ees sur les matrices
cumulantes �introduites au chapitre �	 et sur la diagonalisation conjointe de
matrices issues des tenseurs cumulants d�ordre ��

Les cumulants d�ordre � du signal blanchi� C
�

jk

il
! Cum��i� ��j � �

�
k� �l� for�

ment un tenseur d�ordre � d�enomm�e quadricovariance�� Comme nous l�avons
vu au chapitre �� il est possible d�associer �a toute matrice M la matrice cumu�
lante Q�M	� dont les composantes sont

Q�M	ji !
X
k

X
l

C
�

jk

il
M l

k

On peut faire un rapprochement entre cette d�e�nition de la matrice cumulante
et celle des tranches des multicorr�elations et des multispectres qui ont �et�e
introduites au chapitre ��

La relation ����� page ���	 donne les composantes de l�observation
blanchie en fonction du vecteur source

� ! V ys $ n�

A partir de cette relation� en tenant compte du fait que les sources sont
ind�ependantes et en supposant le bruit gaussien� on obtient� apr�es quelques
calculs d�evelopp�es dans �����

Q�M	 ! V #V y�

# �etant la matrice diagonale

# ! Diag���v
y
�Mv�� � � � � �Kv

y
KMvK�� ���
�	

o�u les �i ! K
si ���

sont les kurtosis des sources� et o�u les vecteurs vi sont les

colonnes de la matrice V y�
Cette relation donne la m�ethode de s�eparation � la matrice V est la

matrice diagonalisant une matrice cumulante Q�M	� La relation ���
�	 nous
montre �egalement� puisque les cumulants de sources gaussiennes sont nuls� que
l�on ne peut s�eparer les sources que si une au plus est gaussienne� Pour �eviter
les ambigu'�t�es� il faut �egalement que les termes diagonaux de la matrice #
soient di��erents� Cette condition d�unicit�e de la solution a �et�e en partie lev�ee
par des am�egagements ult�erieurs �����

�Nous consid�erons ici des signaux 
a valeurs r�eelles ou des signaux 
a valeurs complexes
circulaires�
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Lorsque le vecteur source est form�e de variables al�eatoires �a valeurs com�
plexes circulaires� l�expression de la matrice cumulante devient

Q�M	 ! E���yM�	��y��C
�

���

���
MC

�

���

���
� C

�

���

���
Trace

h
MC

�

���

���

i
�

et si l�on choisit comme matrice M la matrice identit�e

Q�I	 ! E�j�j���y�� �K $ 
	I�

Dans ce cas� la matrice V est obtenue en diagonalisant la matrice E�j�j���y��
Dans les techniques de s�eparation issues de la matrice cumulante� le choix

de la matrice M est arbitraire� Il est bon d�utiliser plusieurs matrices M � la
redondance de l�estimation permettant de diminuer les �uctuations statistiques
de l�estimation de la matrice V �

Quand on utilise plusieurs matrices cumulantes� on doit les diagonaliser
conjointement� Th�eoriquement� la matrice de diagonalisation conjointe est la
matrice V � Cependant� par suite des erreurs d�estimations� les diverses matrices
cumulantes conduiront �a des r�esultats di��erents�

La matrice r�ealisant la diagonalisation conjointe est d�e�nie comme suit�
Pour un faisceau de matrices Ml� 
 � l � L� la matrice diagonalisant conjoin�
tement les matrices du faisceau est la matrice V � telle que la norme du vecteur
construit sur les �el�ements diagonaux de la matrice

P
l V

yMlV soit maximale�
On trouve dans ���� un moyen permettant d�optimiser le choix des matri�

ces cumulantes� Les matrices cumulantes doivent �etre les K� matrices propres
Pr de la quadricovariance� Ces matrices propres sont telles que�

Q�Pr	 ! �rPr� ���

	

Ces r�esultats conduisent �a une m�ethode pratique de s�eparation de sources
d�enomm�ee JADE �pour �Joint Approximate Diagonalisation of Eigen�
matrices�	 que nous pr�esenterons �a la section ������

Le maximum de vraisemblance La s�eparation de sources par le maxi�
mum de vraisemblance que nous pr�esentons ici a �et�e d�evelopp�ee par �
�
�� Le
maximum de vraisemblance est une m�ethode tr�es couramment utilis�ee en esti�
mation statistique� Soit pyjA�y	 la densit�e de probabilit�e des signaux observ�es
y� conditionnellement aux param�etres mesur�esA� La fonction de vraisemblance
est la fonction des param�etres �a mesurer v�A�y	 ! pyjA�y	� L�estimateur du
maximum de vraisemblance est la valeur des param�etres qui rend maximale
la fonction de vraisemblance� On peut modi�er la fonction de vraisemblance
par une application monotone sans changer la valeur des estimateurs �selon le

�La d�e�nition de la quadricovariance Q�M 	 montre qu�elle peut �etre consid�er�ee comme
l�application d�un op�erateur sur une matrice� L��equation �����	 est alors une �equation aux
�matrices propres� de cet op�erateur�
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sens de variation de l�application on retiendra les arguments du maximum ou
du minimum	� On prend souvent la log�vraisemblance qui est le logarithme de
la fonction de vraisemblance�

Dans un m�elange simple� le signal observ�e est

y ! m$ b ! As$ b�

La densit�e de probabilit�e de m conditionnellement �a A est

pmjA�m	 ! ps�A
��m	jDetAj�� ! jDetAj��

KY
i��

psi�e
T
i A

��m	

eTi �etant un vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la composante
i qui est �egale �a 
�

La densit�e de probabilit�e des observations conditionn�ees par la matrice
A des param�etres �a mesurer est� en supposant le bruit ind�ependant du signal�

pyjA�y	 !

Z
ps�A

��u	pb�y� u	jDetAj��du�

Cette relation conduit �a la fonction de vraisemblance dans le cas g�en�eral� Ici�
pour simpli�er� nous supposerons le bruit faible� soit pb�y�u	 � ��y�u	� ce
qui donne pour la log�vraisemblance d�une observation

lv�A�y	 ! log
 
ps�A

��y	jDetAj��!
!

X
i

log
 
psi�e

T
i A

��y	
!� log jDetAj�

La log�vraisemblance de M observations issues de sources blanches �suite de
vecteurs al�eatoires ind�ependants
	 est

lv�A�y	 ! bE�log ps�A
��y	� !

X
i

bE �
log

 
psi�e

T
i A

��y	
!�� log jDetAj� ���
�	

bE repr�esentant une moyenne temporelle sur les �echantillons de l�observation�
En posant "i ! �log psi �

� et en notant que dA�� ! �A��dAA�� et que
d log jDetAj ! Trace�A��dA	� on obtient pour la di��erentielle de la log�
vraisemblance

dlv�A�y	 !
X
i

bE �
"i�e

T
i A

��y	eTi �A��dA	A��y
�� Trace�A��dA	�

ou� en notant que eTi �A��dA	A��y !
P

l�A
��dA	ileTl A

��y�

dlv�A�y	 !
X
i

bE �X
l

"i�e
T
i A

��y	eTl A
��y)i�l

�
�
X
i

)i�i�

�Cette hypoth
ese simpli�catrice peut �etre lev�ee�



��� S�eparation de sources

avec )i�l ! �A��dA	i�l�
L�estimateur du maximum de vraisemblance de A est donc la solution de

bE �
"i�e

T
i A

��y	eTl A
��y

�
! � �i �! l�

On montre dans �
�
�� nous ne d�evelopperons pas ce point ici� que les termes
diagonaux �i ! l	 donnent la puissance des sources�

Les termes eTi A
��y sont les estimateurs des vecteurs sources� on peut

les noter bsi ! eTi A
��y� L�estimateur du maximum de vraisemblance est alors

solution de bE �"i�bsi	bsl� ! � �i �! l� ���
�	

Ce r�esultat donne la forme de la transformation non lin�eaire qui doit �etre
appliqu�ee pour r�esoudre le probl�eme de s�eparation selon le crit�ere du maximum
de vraisemblance� Il justi�e la r�egle d�adaptation non lin�eaire utilis�ee dans les
m�ethodes de s�eparation de sources par des syst�emes neuromim�etiques�

Les conditions ���
�	 sont des conditions n�ecessaires mais non su�santes�
Elles peuvent donc conduire �a des solutions parasites� L�existence de ces solu�
tions parasites d�epend de la forme des densit�es de probabilit�e des sources� Pour
des sources gaussiennes les fonctions "i sont lin�eaires� On aboutit �a des con�
ditions de d�ecorr�elation qui ne sont pas su�santes pour r�ealiser la s�eparation�

Le point d�elicat de la m�ethode du maximum de vraisemblance est
la n�ecessit�e de conna��tre la densit�e de probabilit�e des sources� En g�en�eral
nous ne disposerons pas d�une connaissance aussi pr�ecise� Pour conserver la
philosophie de cette approche tout en relaxant la connaissance pr�ecise des
lois� on a repr�esent�e dans �
�� les densit�es de probabilit�e des sources par un
d�eveloppement de Gram�Charlier limit�e �a l�ordre �� Dans cette approche� les
lois de probabilit�e sont suppos�ees paires + les cumulants d�ordre impair sont
donc nuls et le terme d�ordre �� dans le d�eveloppement de Gram�Charlier� est
le premier terme non gaussien� n�ecessaire pour rendre la s�eparation possible�
Nous n�in�igerons pas ce calcul fastidieux �a nos lecteurs� il peuvent le trouver
dans la r�ef�erence cit�ee� Il conduit �a l�estimateur du maximum de vraisemblance
approch�e de la matrice V � Cet estimateur est la valeur bVMV de V qui maxi�
mise la somme des carr�es des cumulants d�ordre � standardis�es� Ce r�esultat
est int�eressant car nous verrons plus loin qu�il est analogue �a celui qui a �et�e
obtenu dans les m�ethodes fond�ees sur le contraste que nous allons pr�esenter� Ce
r�esultat est �egalement �a rapprocher de la m�ethode utilisant les matrices cumu�
lantes � la diagonalisation de ces matrices est une mani�ere de rendre maximum
les termes diagonaux qui sont les autocumulants standardis�es�

Les contrastes La s�eparation de sources est bas�ee sur une hypoth�ese fon�
damentale � l�ind�ependance statistique des signaux �emis par les sources� Il
para��t naturel d�introduire un crit�ere permettant de mesurer l�ind�ependance
statistique d�un ensemble de variables al�eatoires� On pourra alors fonder les
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m�ethodes de s�eparation sur la maximisation de ce crit�ere� Cette approche con�
duit aux contrastes� tels qu�ils ont �et�e introduits dans �����

Consid�erons un vecteur al�eatoire x dont la densit�e de probabilit�e est px�
Le but de l�op�eration est de trouver une transformation qui rende les composan�
tes de ce vecteur ind�ependantes� Or� on a vu au paragraphe ��
�� que certains
param�etres sont intrins�equement non identi�ables + l�amplitude des sources
est non identi�able et les sources sont d�etermin�ees �a une permutation pr�es�
Il est donc logique que le contraste soit invariant par changement d��echelle et
par permutation des composantes� Pour constituer un crit�ere d�ind�ependance
statistique� le contraste doit �etre extr�emal lorsque les composantes du vecteur
x sont ind�ependantes�

On appelle contraste une application #�px	 de l�ensemble des densit�es de
probabilit�e sur l�ensemble des nombres r�eels qui v�eri�e les propri�et�es suivantes �


� #�pP x� ! #�px	� P x �etant une permutation quelconque des composantes
de x�

�� #�pDx	 ! #�px	� D �etant une matrice diagonale inversible quelconque�

�� si x est un vecteur �a composantes ind�ependantes et A une matrice in�
versible� alors #�pAx	 � #�px	� �A�

�� si #�pAx	 ! #�px	� alors A ! DP � o�u D est diagonale et P une permu�
tation�

Un certain nombre de contrastes sont propos�es dans ����� en se pla�cant apr�es
blanchiment spatial� L�oppos�e de l�information mutuelle #I�px	 ! �I�px	�
d�e�nie au chapitre 
� est un contraste sur l�ensemble des vecteurs al�eatoires
ayant au plus une composante gaussienne� On peut interpr�eter ce contraste
sous la forme #I�px	 ! �I�pxg	 � J�px	 $

P
i J�pxi	 donn�ee au chapitre 
�

Rappelons que J d�esigne la n�eguentropie� Le terme I�pxg	 est maximis�e par
le blanchiment� Le terme #�px	 ! �J�px	 $

P
i J�pxi	 ne d�epend que des

statistiques d�ordre sup�erieur �a �� comme nous l�avons montr�e au chapitre

� Sa maximisation correspond donc �a la seconde �etape de la s�eparation� En
utilisant un d�eveloppement d�Edgeworth de la densit�e de probabilit�e �voir le
chapitre 
	� on montre que

#�px	 
 


�


X
p

�
K
x

pp

pp

��
�

Le contraste # approche #I � On retrouve le crit�ere donn�e par le maximum de
vraisemblance approch�e�

Cette approche de la s�eparation de sources est analogue �a celle que nous
avons d�ecrite au chapitre � pour la d�econvolution aveugle� Dans cette situation
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le crit�ere utilis�e �etait la distance �a la loi gaussienne� d�evelopp�e par ����� On
applique ici les m�emes principes en introduisant une mesure de la distance �a
l�ind�ependance� Ces deux approches se rejoignent dans la d�e�nition de con�
trastes �etendus pour la d�econvolution aveugle multivariable ��
��

En guise de conclusion provisoire En terminant ce panorama des
principes sur lesquels reposent les m�ethodes de s�eparation de sources on voit
appara��tre� au�del�a de la diversit�e des approches possibles� une profonde unit�e�
Le principe de s�eparation est dans tous les cas l�ind�ependance statistique des
sources� Mais les cheminements sont di��erents � r�egle d�adaptation non lin�eaire�
annulation des cumulants� diagonalisation de la quadricovariance� maximum
de vraisemblance� contraste� Chaque approche apporte ses contributions orig�
inales� mais il est agr�eable de constater qu�elles se retrouvent dans la formu�
lation de la solution par la maximisation de la somme des carr�es des �autocu�
mulants� du signal blanchi� Cette maximisation de la somme des carr�es des
�autocumulants�� appliqu�ee aux cumulants standardis�es� est �equivalente �a la
minimisation de la somme des carr�es des cumulants crois�es� qui s�annule pour
des variables ind�ependantes�

Nous avons pr�esent�e la trame des di��erentes approches en citant les ar�
ticles de r�ef�erence dans lesquels les lecteurs soucieux d�approfondissment trou�
veront le d�eveloppement des r�esultats annonc�es ici� Voyons maintenant les
techniques mettant en �uvre ces approches�

����� Les syst�emes de s�eparation

Les algorithmes d�evelopp�es pour la s�eparation de sources ont pour ob�
jectif de construire le s�eparateur qui est un syst�eme lin�eaire donnant en sortie
des signaux proportionnels aux sources� Deux familles de m�ethodes ont �et�e
utilis�ees pour construire le s�eparateur - �gure ����	 -� Dans les m�ethodes di�
rectes� dites aussi hors ligne� un syst�eme annexe d�etermine les param�etres du
s�eparateur �a partir des signaux observ�es + c�est une approche par blocs� Les
syst�emes en ligne� ou en boucle� utilisent la r�etroaction� Un crit�ere issu des
signaux de sortie fournit la r�egle d�adaptation des param�etres du s�eparateur�
Les syst�emes adaptatifs et les r�eseaux neuromim�etiques rentrent dans cette
cat�egorie�

Nous allons d�ecrire les principaux syst�emes propos�es en commen�cant par
le cas simple de la s�eparation de deux sources qui permet de bien appr�ehender
la structure des di��erents syst�emes� Nous illustrerons ensuite ces techniques
sur des exemples simul�es et r�eels�

Une question importante se pose d�entr�ee de jeu aux concepteurs de
syst�emes� Nous avons vu qu�une partie de la s�eparation peut��etre faite �a l�ordre
� par des techniques classiques d�ej�a bien d�evelopp�ees� parfois en ayant recours
�a des informations a priori� On peut donc construire des syst�emes �a deux
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mélange
s(t) y(t) r(t)

sources signaux
observés

sources
estimées

séparateur

calcul du
séparateur

mélange
s(t) y(t) r(t)

sources signaux
observés

sources
estimées

séparateur

adaptation

SYSTEME DIRECT

SYSTEME BOUCLE

Figure ���� Les syst�emes directs et les syst�emes en boucle pour la s�eparation de
sources�

�etages encha��nant le blanchiment� r�ealis�e �a l�ordre �� et la s�eparation �nale�
utilisant des statistiques d�ordre sup�erieur �a �� On peut aussi concevoir un
syst�eme global� Notre choix se porte plut�ot vers les syst�emes d�ecouplant les
deux �etapes de traitement� parce qu�ils ont d�ej�a fait leurs preuves� Un argu�
ment qui nous semble important est le fait qu�apr�es blanchiment� les signaux
sont normalis�es �standardis�es	� ce qui permet d��eviter un certain nombre de
probl�emes num�eriques qui pourraient r�esulter �entre autres	 de l��el�evation des
donn�ees �a la puissance � + ceci est surtout sensible lorsque les signaux ont des
amplitudes tr�es di��erentes�

Syst�emes directs pour la s�eparation de deux sources Le blanchisseur
a ici pour fonction de r�ealiser la projection des signaux sur les vecteurs propres
de la matrice de covariance des observations et de normaliser la puissance des
deux signaux projet�es� La matrice de covariance des observations est� dans le
cas de deux capteurs� une matrice �� �� On peut alors diagonaliser la matrice
de covariance en utilisant des expressions analytiques�

Quelques remarques doivent �etre faites� On utilise souvent plus de deux
capteurs� tout en restant dans le cas de deux sources� Dans cette situation� on
fait appel pour la diagonalisation de la matrice de covariance des observations
aux techniques classiques de diagonalisation �notamment la SVD	� Les vecteurs
propres sur lesquels on doit projeter les observations correspondent aux valeurs
propres les plus grandes� Ici appara��t le r�ole du bruit� Il n�est pas toujours tr�es
r�ealiste de supposer le bruit n�egligeable� Il existe toujours des parasites� ne
seraient�ce que les bruits des capteurs� La m�ethode de blanchiment �a l�ordre
� n�est pas mise en d�efaut si le bruit est spatialement blanc� c�est��a�dire si ses
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composantes sont d�ecorr�el�ees et de m�eme puissance� Si cette condition n�est
pas r�ealis�ee on doit pr�ealablement blanchir le bruit� Il existe des m�ethodes
prenant en compte un bruit non blanc ��
�� Notons en�n que la projection
d�un signal re�cu �sur un grand nombre de capteurs	 sur les deux vecteurs
propres dominants r�ealise une r�eduction de bruit ��
��

Apr�es blanchiment spatial� on dispose d�un signal �a deux composantes
� ! V ys $ n� Si le bruit r�esiduel est gaussien il ne pose th�eoriquement pas
de probl�eme car il ne contribue pas aux cumulants d�ordre sup�erieur �a �� Il
limite cependant les performances car il intervient sur les valeurs estim�ees des
cumulants�

La s�eparation �a un ordre sup�erieur revient �a la d�etermination de la ma�
trice unitaire � � �� V y� La forme de cette matrice est tr�es simple dans le cas
de deux sources�

Pour un m�elange instantan�e r�eel� la matrice V y est une matrice de rota�
tion de la forme

V y!

�
cos � sin �

� sin � cos �

�
caract�eris�ee par un seul param�etre� l�angle ��

Pour un m�elange spectral� la matrice V y est unitaire� et peut s��ecrire

V y!

�
cos � sin �

� sin �e�� cos �e��

�
Elle est alors caract�eris�ee par deux param�etres r�eels� l�angle � et la phase� 

ou ��

Rappelons que la s�eparation est fond�ee sur la minimisation d�un crit�ere�
La s�eparation consiste donc �a trouver la valeur de l�angle� et de la phase dans
le cas complexe� qui optimisent le crit�ere� Il existe pour cela des m�ethodes
alg�ebriques� qui donnent directement la solution� et des m�ethodes de recherche
exhaustive dans lesquelles on recherche num�eriquement la valeur du� ou des
param�etres� optimisant le crit�ere� Ces deux approches ont �et�e appliqu�ees�

Une question se pose �egalement quant �a l�ordre des statistiques que l�on
doit consid�erer� La r�eponse actuelle est essentiellement heuristique� Comme en
g�en�eral les propri�et�es des estimateurs des cumulants se d�egradent quand l�ordre
augmente �voir le chapitre 
	� on est conduit �a se limiter �a l�ordre le plus bas
n�ecessaire� On retient en g�en�eral l�ordre � car� dans la plupart des situations�
les signaux ont des densit�es sym�etriques et donc des cumulants d�ordre � nuls�
Cette r�egle n�est �evidemment pas absolue et dans certains cas on pourra se
limiter �a l�ordre ��

Pour le m�elange instantan�e r�eel� et s�il n�y a pas de bruit� on peut obtenir
l�angle � en annulant les cumulants crois�es d�ordre �� On obtient �voir ����	

tan �� !
�Cum���� ��� ��� ���

Cum���� ��� ��� ���� Cum���� ��� ��� ���
!

��
� ����

�
� ����

� �
� ����

� ���
�	
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Un certain nombre d�am�enagements peuvent �etre r�ealis�es� si le calcul du rap�
port ci�dessus est mal conditionn�e ����� ou s�il y a du bruit �����

Pour le m�elange spectral� il faut tenir compte de la circularit�e� Ce m�elange
est issu d�une transformation de Fourier et nous avons montr�e au chapitre �
que les composantes spectrales prises �a une m�eme fr�equence sont des variables
al�eatoires complexes circulaires�� On ne doit donc faire intervenir que les cumu�
lants ayant autant de composantes complexes conjugu�ees que de composantes
non conjugu�ees� Les autres cumulants� qui sont th�eoriquement nuls� auraient
pour seul e�et de d�et�eriorer les performances de l�estimation par suite des
erreurs d�estimation�

La matrice V est caract�eris�ee par les � angles � et 
� On obtient facilement
les relations suivantes entre les cumulants de l�observation blanchie� � et les
angles � et 


�
�

��

��
! cos� � sin� ���� $ ��	

�
�

��

��
! cos� � sin� ���� $ ��	e

����

�
�

��

��
! cos � sin ��� cos� ��� $ sin� ���	e

���

�
�

��

��
! cos � sin ��� sin� ��� $ cos� ���	e

���

�� et �� �etant les cumulants standardis�es des sources� Rappelons que �
�

kl

ij
!

Cum��i� �j� ��k� �
�
l ��


 est donn�e par les phases de �
�

��

��
� �
�

��

��
ou �

�

��

��
� On peut moyenner

ces di��erentes estimations de 
� � est donn�e par

tan���	 !
��
�

��

��
e���

�
�

��

��
� �

�

��

��

� ���
�	

Dans le cas de signaux �a valeurs r�eelles� 
 ! �� on retrouve la relation ���
�	�

Dans les m�ethodes de recherche exhaustive on calcule le crit�ere en fonc�
tion du ou des param�etres et on d�etermine les valeurs des param�etres qui
maximisent le crit�ere� On peut utiliser comme crit�ere la somme des carr�es
des cumulants crois�es d�ordre � pour des m�elanges instantan�es ou pour des
m�elanges spectraux �
�� 
���� Il existe souvent des solutions alg�ebriques ex�
plicites �a ces probl�emes d�optimisation �����

	Les variables complexes ne sont pas toujours circulaires� Par exemple� les signaux de
communications num�eriques sont repr�esent�es en bande de base par des variables complexes
non circulaires pour un certain nombre de modulations tr
es courantes� Le cas des N �PSK
est trait�e dans le chapitre �� et leur non circularit�e est utilis�ee dans une application en
communication dans le chapitre ��



��� S�eparation de sources

La m�ethode JADE� reposant sur la diagonalisation de la matrice de qua�
dricovariance� d�evelopp�ee par J�F� Cardoso ����� est �egalement applicable dans
ce cas�

Syst�emes directs pour la s�eparation de plus de deux sources La
s�eparation de plus de deux sources est une g�en�eralisation de la situation
pr�ec�edente� On retrouve les m�emes principes de r�esolution� L�algorithme pro�
pos�e dans ���� proc�ede en deux �etapes � blanchiment� suivi de la s�eparation �a un
ordre sup�erieur sous contrainte de blancheur� La premi�ere �etape est classique �
elle utilise la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de la matrice de covariance
des donn�ees� Dans la seconde �etape on contraint la matrice V �a �etre unitaire
en la repr�esentant par des matrices de Givens�

La matrice unitaire V � de dimension K� peut se d�ecomposer �voir par
exemple ����	 en un produit de N ! K�K � 
	�� matrices de rotation �a �
dimensions� Ces matrices composantes� de la forme

R��n	 !

�BBBBBBBBBBB�


 � � � � � � � � � � �
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���
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sont appel�ees matrices de Givens� On peut donc �ecrire

V ! R��N	 � � � R���	

La d�etermination de V revient �a la d�etermination des N angles de rotation de
Givens� �n� Il est montr�e dans ���� que les tangentes de ces angles de Givens
sont les racines d�un polyn�ome de degr�e K� Ce r�esultat g�en�eralise le cas de deux
sources dans lequel on a donn�e avec ���
�	 une expression explicite de tan ���
Cette proc�edure donne donc une technique directe de s�eparation d�un nombre
quelconque de sources dont la seule di�cult�e est la recherche des racines d�un
polyn�ome� On conna��t des solutions analytiques jusqu��a l�ordre � + au�del�a� il
faut faire appel �a une r�esolution num�erique�

L�algorithme pr�esent�e dans ����� d�enomm�e JADE �Joint Approximate
Diagonalization of Eigen�matrices	 proc�ede en quatre �etapes�

� Dans la premi�ere �etape on estime la matrice cW ! b(����bU qui diagonalise

l�estim�ee de la matrice de covariance des signaux observ�es� C
y

���

���
�
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� On en d�eduit la quadricovariance Cc�
���

���
de l�estim�ee du signal blanchib� ! cWy et l�on calcule les matrices propres Pr de la quadricovariance

�solutions de
P

klCc�
il

jk
P i
j ! �i�jP

i
j 	 associ�ees aux valeurs propres les plus

�elev�ees�

� On d�etermine la matrice unitaire bV diagonalisant conjointement les ma�
trices propres Pr�

� Finalement� on estime les sources par bs ! bV b��

Dans l�article ���� les auteurs pr�econisent� pour la diagonalisation conjointe
des matrices propres� la m�ethode de Jacobi� pr�esent�ee dans ����� fond�ee sur les
matrices de rotation de Givens�

Syst�emes boucl�es Le principe de ces syst�emes est donn�e sur la �gure �����
page ���	� Le m�elange observ�e y�t	 est transform�e par la matrice s�eparatrice G
donnant la sortie Gy�t	 form�ee de composantes proportionnelles aux sources
s�t	� La matrice G est obtenue r�ecursivement en optimisant un crit�ere v�r	
calcul�e �a partir de la sortie r� Les composantes diagonales de G sont �egales �a

� et les composantes non diagonales g�t	 ob�eissent �a la r�egle d�adaptation

g�t	 ! g�t� 
	 $ �

vfr�t� 
	g

g�t� 
	

�

Di��erentes structures ont �et�e propos�ees� On peut implanter directement
le syst�eme adaptatif optimisant le crit�ere� On peut aussi tirer parti du fait que
le traitement peut se d�ecomposer en deux �etapes� La premi�ere �etape r�ealise le
blanchiment ��a l�ordre �	� qui consiste �a normaliser la puissance des composan�
tes de l�observation et �a les d�ecorr�eler� La seconde �etape est la s�eparation par
des crit�eres d�ordre sup�erieur �a � sous la contrainte de blancheur� L��etape de
blanchiment met en jeu des op�erateurs classiques de d�ecorr�elation et de normal�
isation� Dans l��etape de s�eparation �nale on respecte la contrainte de blancheur
en imposant �a la matrice de s�eparation d��etre unitaire� Les matrices de Givens
donnent une solution� Les algorithmes propos�es utilisent les di��erentes ap�
proches possibles� Nous pensons que les algorithmes en deux �etapes garantis�
sent une meilleure stabilit�e num�erique en op�erant sur des donn�ees normalis�ees�

Un �el�ement important� dans la conception de ces syst�emes boucl�es� est le
crit�ere� Comme nous l�avons vu au paragraphe ������ on peut utiliser di��erents
crit�eres qui sont dans un certain sens �equivalents� Les syst�emes fond�es sur
une carat�erisation simple de l�ind�ependance utilisent l�annulation des cumu�
lants crois�es ou la minimisation de la somme des autocumulants� En g�en�eral�
comme les sources ont souvent des densit�es de probabilit�e paires� on utilise
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Figure ���� Syst�eme boucl�e pour la s�eparation de deux sources�

des cumulants d�ordre �� On peut aussi s�appuyer sur le principe du maxi�
mum de vraisemblance qui conduit �a des r�egles d�adaptation non lin�eaires� Les
contrastes donnent directement des crit�eres d�adaptation�

Pr�ecisons les choses en donnant quelques solutions propos�ees� Pour sim�
pli�er la pr�esentation nous nous limitons �a la s�eparation de deux sources�

Le syst�eme propos�e par H�erault et Jutten �

��� sch�ematis�e sur la �gure
����	� s��ecrit

r�t	 ! y�t� 
	 �G�t� 
	r�t� 
	�

avec

G !

�
� g��
g�� �

�
�

Pour l�adaptation des coe�cients non diagonaux� on doit utiliser des fonctions
non lin�eaires des sorties� La r�egle d�adaptation utilis�ee dans les illustrations
pr�esent�ees au paragraphe ����� est

gij�t	 ! gij�t� 
	 $ �
r�i �t� 
	rj�t� 
	

E�r�i �t� 
	�
pour i� j ! 
� � et i �! j�

Cette r�egle d�adaptation conduit� �a l��equilibre� �a l�annulation des cumulants
�
r ����

et �
r ����

� On normalise par la puissance � pour �eviter les probl�emes
num�eriques car on n�a pas pr�ealablement blanchi les signaux� Le calcul de
cette puissance d�ordre � se fait �egalement de fa�con r�ecursive� Finalement�
l�algorithme global d�epend alors de deux constantes de temps � une r�egissant
l�estimation du moment d�ordre � et l�autre r�egissant le calcul des gkl�

Notons en�n que cette r�egle d�adaptation peut conduire �a des solutions
parasites car l�annulation de �

r ����
et �

r ����
est une condition n�ecessaire mais

non su�sante� Si on blanchit les observations avant d�appliquer cet algorithme
de s�eparation� la convergence est plus rapide� Ce blanchiment peut �etre fait de
mani�ere adaptative �����

E� Moreau et O� Macchi dans �
��� proc�edent en deux �etapes� La premi�ere
�etape r�ealise le blanchiment� la seconde compl�ete la s�eparation� La r�egle
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d�adaptation est fond�ee sur des contrastes� Les auteurs montrent que

J��� ! �
X
i

E�r�i ��
�

�

X
i��j

E�r�i r
�
j ��

� et � �etant des param�etres� est un contraste si les sources ont des cumulants
de m�eme signe� La forme de ce contraste est int�eressante car elle conduit �a une
expression simple de la d�eriv�ee du contraste par rapport aux param�etres de
la matrice s�eparatrice� Ils proposent ensuite un syst�eme direct de s�eparation
estimant les termes de la matrice de s�eparation sous la contrainte de blancheur�
Ils donnent �egalement un syst�eme adaptant les angles des matrices de Givens�
Pour deux sources� la matrice de Givens est une simple matrice de rotation
dont l�angle � est adapt�e selon l��equation

��t	 ! ��t� 
	 � �r��t� 
	r��t� 
	�r���t� 
	� r���t� 
	��

Une solution tr�es �el�egante� valable pour un nombre quelconque de
sources� est donn�ee par J�F� Cardoso et B� Laheld dans ����� La sortie r�t	
du syst�eme s�eparateur est reli�ee �a l�entr�ee y�t	 de ce syst�eme par la matrice de
s�eparation G�t	� fonction de t dans un syst�eme adaptatif� La r�egle d�adaptation
de la matrice s�eparatrice s��ecrit de mani�ere g�en�erale�

G�t	 ! G�t� 
	� �F �r�t� 
	�G�t� 
	�

La d�e�nition du syst�eme de traitement est contenue dans la forme de la fonction
matricielle des sorties F �r�t	�� Les auteurs proposent la forme de F �r�t	� en
s�appuyant sur la notion de contraste� sur la d�ecomposition du traitement en
deux �etapes et sur la notion g�en�erale d��equivariance�

Un crit�ere d�adaptation v�r	 est �equivariant si� pour toute matrice in�
versible M � on a la relation

v�Mr	 ! Mv�r	�

Cette propri�et�e introduite dans �
��� conduit �a des syst�emes adaptatifs de
s�eparation dont les performances sont ind�ependantes de la matrice de m�elange�
Cette robustesse du traitement homog�en�eise les propri�et�es des syst�emes de
s�eparation�

En d�eveloppant ces deux principes� on montre dans ���� que la forme
g�en�erale de la matrice d�adaptation est

F �r� ! rrT � I $ h�r	rT � rh�r	T �

o�u h�r	 est un vecteur de fonctions non lin�eaires tel que hi�r	 ! hi�ri	� Ecrivons
la matrice d�adaptation F ! FS $FAS� FS ! rrT�I �etant la partie sym�etrique
et FAS ! h�r	rT � rh�r	T la partie antisym�etrique� La partie sym�etrique�
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quadratique en fonction des sorties� assure le blanchiment �ordre �	� Dans
la partie antisym�etrique� h est une fonction non lin�eaire� Cette partie anti�
sym�etrique assure la s�eparation �a un ordre sup�erieur �a �� En e�et� quand la
convergence est atteinte� on a

� E�FS� ! �� conduisant �a � E�rrT � ! I� r�ealisant ainsi le blanchiment�

� E�FAS� ! �� donnant la condition d�annulation des cumulants d�ordre
sup�erieur �a � � E�h�r	rT � rh�r	T � ! �� gr�ace �a la fonction non lin�eaire
h�

����� Les performances

Les performances des syst�emes de s�eparation d�ependent de la m�ethode
utilis�ee� Des r�esultats ont �et�e obtenus� mais nous pensons que ce sujet m�erite
encore de retenir l�attention�

Dans le mod�ele de m�elange pr�esent�e au paragraphe ��
� les signaux ob�
serv�es y sont obtenus en ajoutant du bruit b �a une transform�ee lin�eaire des
sources s par la matrice de m�elange A

y ! As$ b�

Le r�esultat de la s�eparation est in�uenc�e par les erreurs commises sur
l�estimation de la matrice de m�elange et par les perturbations apport�ees par
le bruit additif� Peu de r�esultats existent quant �a l�e�et du bruit� Pour �etudier
l�e�et des erreurs d�estimation de la matrice de m�elange on suppose le bruit
faible et� dans une premi�ere approche� on n�eglige son e�et�

Envisageons successivement les m�ethodes directes et les m�ethodes en
boucle�

Performances des m�ethodes directes Les m�ethodes directes proc�edent
en deux �etapes� Le traitement �a l�ordre �� conduisant au blanchiment� est suivi
d�un traitement utilisant des statistiques d�ordre sup�erieur pour compl�eter la
s�eparation� Les performances du blanchiment ont �et�e �etudi�ees� notamment par
�
��� et �
���� dans le cadre des techniques classiques de traitement d�antenne�
Pr�esentons les r�esultats actuels sur les performances de la seconde �etape qui est
la partie du traitement mettant en �uvre des statistiques d�ordre sup�erieur�

Dans la s�eparation d�un m�elange instantan�e de deux sources �a valeurs
r�eelles� la seconde �etape du traitement n�ecessite l�estimation de l�angle � qui
caract�erise la matrice de rotation V �voir le paragraphe �����	� Les travaux
de �
��� donnent une analyse du biais et de la variance de l�estimateur de ��
L�estimateur n�est pas biais�e� Cette propri�et�e est valide pour tous les crit�eres
d�estimation propos�es ind�ependamment de la forme pr�ecise de la densit�e de
probabilit�e des sources� pourvu qu�elles ne soient pas toutes les deux gaussi�
ennes� Une d�emonstration g�eom�etrique est donn�ee� L�id�ee de base est que la
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valeur de l�angle � ne d�epend pas de la forme pr�ecise de la densit�e de probabilit�e
des sources mais seulement des axes de sym�etrie de la loi conjointe des deux
sources� Tous les crit�eres respectant cette sym�etrie sont donc� en moyenne�
�equivalents� Pour la variance de l�estimateur� dans le cas de sources i�i�d� ob�
serv�ees sur N �echantillons� la borne de Cramer�Rao de l�estimateur de � donne

Var��	 � �

N���� $ ���	
�

�� et �� �etant les kurtosis des deux sources� On voit que la s�eparation n�est
pas possible si les deux sources sont gaussiennes�

Dans ���� et ����� une �etude g�en�erale des performances est donn�ee� En

appelant bA� la matrice pseudo�inverse de la matrice de m�elange estim�ee� le
r�esultat de la s�eparation est

bs ! bA�Ax$ bA�b�

Les perturbations issues des erreurs d�estimation de la matrice de m�elange
sont d�ecrites par la distance de la matrice bA�A �a la matrice identit�e�� Les
auteurs �etablissent une propri�et�e importante� En pr�esence de bruit faible les
performances de la s�eparation sont ind�ependantes de la forme pr�ecise de la
matrice de m�elange� Elles ne d�ependent que de la loi de probabilit�e des sources�
Ce r�esultat est issu de la propri�et�e d��equivariance� des crit�eres de s�eparation�

La qualit�e de la s�eparation est caract�eris�ee par la diaphonie ou� selon la
terminologie utilis�ee en t�el�ecommunication� par les interf�erences intersymboles�
En premi�ere approximation� les termes diagonaux de la matrice bA�A sont
�egaux �a 
� La diaphonie est alors chi�r�ee par la valeur des termes non diagonaux
de la matrice bA�A� La composante Pp�q de la matrice bA�A d�ecrit la pollution de
la source estim�ee p par la source q� Les auteurs donnent des bornes inf�erieures
pour ces termes de diaphonie� Contentons nous du r�esultat asymptotique� pour
des sources i�i�d

lim
N��

Pp�q !



�N
� ���
�	

N �etant le nombre d��echantillons observ�es�
Pour compl�eter ces �etudes� on pourra trouver dans ���� une analyse as�

sez exhaustive de certaines performances obtenues �a partir d�exp�erimentations
informatiques�

Performances des m�ethodes en boucle On a vu au paragraphe ����� que
la forme g�en�erale de la r�egle d�adaptation des composantes g�n	 de la matrice


On admet ici qu�il n�y a pas eu de permutation des sources � on pourrait en tenir compte
ce qui compliquerait inutilement la pr�esentation�

�On rappelle qu�un crit
ere v�by	 est �equivariant si v�Mby	 � Mv�by	 pour toute matrice
M inversible�
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s�eparatrice est

g�t	 ! g�t� 
	 $ �

vfr�t� 
	g

g�t� 
	

�

vfr�t� 
	g �etant la valeur de la r�egle d�adaptation et � le pas d�adaptation�
Les propri�et�es des m�ethodes en boucle sont donn�ees par les points

d��equilibre et par la vitesse de convergence� Les points d��equilibre stables
sont les solutions vers lesquelles l�algorithme converge asymptotiquement� Ils
d�ependent de la r�egle d�adaptation� Une bonne r�egle d�adaptation admet
comme points d��equilibre stables les solutions acceptables� La vitesse de con�
vergence est command�ee par le pas d�adaptation� De mani�ere g�en�erale un pas
d�adaptation faible conduit �a de bonnes performances asymptotiques mais �a
une convergence lente et vice�versa� Il est possible� nous ne d�evelopperons pas
ce point� de faire diminuer le pas d�adaptation quand on approche de l��equilibre
de mani�ere �a diminuer les �uctuations au voisinage du point d��equilibre���

Comme le montrent ���� et ����� pour que les points d��equilibre stables
soient des solutions acceptables� il faut qu�une des sources� au plus� soit gaus�
sienne� que les kurtosis des sources soient n�egatifs et que la r�egle d�adaptation
soit non lin�eaire� Deux de ces r�egles �etaient d�ej�a apparues� La condition im�
posant une valeur n�egative des kurtosis est un crit�ere suppl�ementaire qui res�
treint le domaine d�application de ces m�ethodes�

Quant �a la variance asymptotique� on montre dans ���� que le taux de
diaphonie asymptotique v�eri�e

lim
N��

Pp�q � �

�
�

Cette relation est semblable au r�esultat donn�e par ���
�	� � �etant� dans un
certain sens� l�inverse du temps d�int�egration�

����� Illustrations

Pour illustrer les techniques de s�eparation de sources nous donnons des
exemples de s�eparation par les m�ethodes directes et par les m�ethodes adapta�
tives�

M�ethodes directes Nous nous sommes limit�es �a la s�eparation d�un m�elange
instantan�e de deux sources ayant des densit�es de probabilit�e paires� L��etape
�nale de s�eparation est r�ealis�ee en d�eterminant la rotation � selon la relation
���
�� page ��
	�

Sur les �gures suivantes� les planches �s�	 et �s�	 montrent les deux
sources� les planches �y�	 et �y�	 les signaux observ�es� les planches ���	 et
���	 les signaux blanchis �traitement �a l�ordre �	 et les planches �r�	 et �r�	 les
sources reconstitu�ees�
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Figure ���� S�eparation d�une sinusoide et d�une dent de scie par une m�ethode
directe de s�eparation�
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Figure ���� S�eparation d�un signal impulsif et d�un bruit gaussien par une
m�ethode directe de s�eparation�
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Pour les �gures ����	 et ����	� les sources ont la m�eme puissance� et la
matrice de m�elange est �


 �� 

�� 
 


�
�

L�exemple de la �gure ����	 est un cas sch�ematique dans lequel nous cherchons
�a s�eparer deux signaux simples � une sinuso'�de pure et un signal en dent de scie�
Bien que ces signaux d�eterministes soient assez peu respectueux des hypoth�eses
qui s�appuyaient sur la notion d�ind�ependance au sens statistique� on constate
que la s�eparation se fait bien �voir la discussion sur l�ind�ependance de signaux
d�eterministes au paragraphe ��
��	�

Le deuxi�eme exemple� pr�esent�e �gure ����	� correspond �a une situation
rencontr�ee en prospection sismique� La premi�ere source est un signal al�eatoire
form�e d�une suite d�impulsions �eparses� Elle repr�esente la r�e�ectivit�e du sous�
sol que l�on cherche �a d�eterminer� La seconde source est un signal gaussien
qui repr�esente le bruit� Nous disposons de deux observations du m�elange� On
constate sur la �gure ����	 la possibilit�e de s�eparation de ces types de signaux�

Le troisi�eme exemple d�ecrit les possibilit�es de la s�eparation de sources en
r�eduction de bruit �voir la discussion au chapitre �� paragraphe ���	� H� Mermoz
�
�
� a montr�e que la r�eduction de bruit est possible �a l�ordre � lorsque l�on
poss�ede un signal uniquement li�e au bruit� d�enomm�e la r�ef�erence bruit seul�
Dans cette technique� on identi�e le �ltre permettant de reconstruire le bruit
polluant le signal �a partir de la r�ef�erence bruit seul� On retranche ensuite� au
signal bruit�e� le bruit identi��e �a partir de la r�ef�erence bruit seul� H� Mermoz a
montr�e que cette technique de r�eduction de bruit devenait ine�cace� et m�eme
nocive� lorsque la r�ef�erence bruit seul contient une contribution� m�eme faible�
du signal� En reprenant ce probl�eme sous l�angle de la s�eparation de sources
on peut s�a�ranchir de la n�ecessit�e de disposer d�une r�ef�erence bruit seul� Dans
la �gure ����	� le signal� source 
� est form�e de cr�eneaux d�amplitude �� � et le
bruit� source �� est gaussien de puissance �� ��� Les signaux observ�es sont un
m�elange de signal et de bruit� la matrice de m�elange �etant�


 �� 

�� 
 


�
�

La mise en �uvre de la technique de s�eparation permet de retrouver le signal et
le bruit et donc de r�ealiser une r�eduction de bruit sans disposer d�une r�ef�erence
bruit seul�

M�ethodes adaptatives Sur les planches pr�esent�ees� on fait �gurer les
sources �s� et s�	� les signaux observ�es �y� et y�	 et les sources reconstitu�ees �r�
et r�	 + pour les techniques fonctionnant en deux �etapes� les signaux blanchis
apparaissent sur les planches ���	 et ���	�

��Rappelons l�image du randonneur d�evelopp�ee au chapitre ��
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Figure ���� R�eduction de bruit sur un signal carr�e par une m�ethode directe de
s�eparation�
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Figure ���� R�eduction de bruit par un syst�eme neuromim�etique de Jutten et
H�erault�
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Figure ��
� R�eduction de bruit par un syst�eme adaptatif proc�edant en deux
�etapes � blanchiment �a l�ordre � et utilisation des statistiques d�ordre sup�erieur�
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Figure ���� Evolution de l�angle obtenu par l�algorithme adaptatif de s�eparation
proc�edant en deux �etapes�
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Figure ��
�� S�eparation de signaux de parole par l�algorithme de H�erault et
Jutten�

Nous pr�esentons tout d�abord� �gure ����	� la s�eparation d�un signal form�e
de cr�eneaux et d�un bruit par la m�ethode des r�eseaux neuromim�etiques� Le
signal s� est form�e de cr�eneaux d�amplitude �� �� et le bruit s� est uniform�ement
r�eparti sur ���� �+ �� ��� Le m�elange est obtenu par une rotation de ����

Il s�agit d�identi�er les coe�cients g�� et g�� du s�eparateur� On utilise
la r�egle d�adaptation gij�t	 ! gij�t � 
	 $ �r�i �t � 
	rj�t � 
	�E�r�i �t � 
	��
donn�ee en ������ Cette m�ethode conduit directement �a l�estimation des sources�
Les panneaux g�� et g�� donnent l��evolution des coe�cients du s�eparateur� La
convergence est atteinte dans ce cas en environ 
��� �echantillons� On constate
qu�apr�es convergence les coe�cients du s�eparateur continuent �a �uctuer�

La �gure ���
	 donne la s�eparation du m�eme m�elange par une m�ethode
adaptative proc�edant en deux �etapes� La premi�ere �etape r�ealise la d�ecorr�elation
par une orthogonalisation de Gram�Schmidt� suivie d�une normalisation des
deux signaux d�ecorr�el�es� L��etape �nale prend l�annulation de la somme des
carr�es des cumulants crois�es d�ordre � comme r�egle d�adaptation pour estimer
la rotation �� La �gure ����	 montre l��evolution de l�angle � au cours du temps�

Pour terminer nous donnons sur la �gure ���
�	 la s�eparation de deux
signaux non stationnaires par l�algorithme de H�erault et Jutten pr�esent�e au
paragraphe ������ Les signaux s�epar�es sont des signaux de parole��� Ce cas
di�cile illustre les possibilit�es des syst�emes adaptatifs�

��Ces donn�ees sont issues de la th
ese de L� Nguyen Thi ������
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�� S�eparation de m�elanges convolutifs

Le cas le plus g�en�eral de m�elange lin�eaire correspond au m�elange con�
volutif que nous avons pr�esent�e au paragraphe ��
�
� L��etude des syst�emes
permettant de s�eparer des m�elanges convolutifs est encore un sujet en voie
de d�eveloppement� Nous allons pr�esenter les solutions actuellement propos�ees
en nous limitant �a la s�eparation de deux sources� Les r�esultats que nous
d�eveloppons ici sont issus des travaux de D� Yellin et E� Weinstein ����� et
de H�L� Nguyen Thi et C� Jutten �
����

����� Le mod�ele convolutif

Comme cela est fait dans les articles qui nous servent de r�ef�erence� le bruit
est suppos�e n�egligeable et nous n�en tenons pas compte� La relation entre les
sources s et les signaux observ�es y est�

y��t	 ! s��t	 $

Z
a���t� � 	s��� 	d��

y��t	 ! s��t	 $

Z
a���t� � 	s��� 	d��

Dans le domaine spectral� cette relation s��ecrit�
y���	
y���	

�
!

�

 a����	

a����	 


��
s���	
s���	

�
�

Le s�eparateur est un �ltre lin�eaire que nous �ecrirons dans le domaine spectral

r��	 ! G���	y��	�

avec

G� !

�

 �g����	

�g����	 


�
�

On obtient alors�
r���	
r���	

�
!

�

� g����	a����	 a����	� g����	
a����	� g����	 
� g����	a����	

��
s���	
s���	

�
La s�eparation peut alors �etre r�ealis�ee de deux mani�eres�


� Avec g����	 ! a����	 et g����	 ! a����	� on obtient�
r���	
r���	

�
!

�
t����	 �

� t����	

��
s���	
s���	

�
o�u

t����	 ! t����	 ! 
 � g����	g����	�
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� Sch�emas du probl�eme de s�eparation pour les m�elanges convolutifs�

�� Avec g����	 ! 
�a����	 et g����	 ! 
�a����	� on obtient�
r���	
r���	

�
!

�
� t����	

t����	 �

��
s���	
s���	

�
o�u

t����	 !

 � g����	g����	

g����	
et t����	 !


 � g����	g����	

g����	
�

La s�eparation ainsi r�ealis�ee donne les sources �a une �ltrage pr�es� La trans�
formation issue du �ltrage peut �etre tr�es g�enante dans le cas de signaux large
bande� Dans la s�eparation de signaux de parole par exemple� les locuteurs
deviendront incompr�ehensibles�

Ce �ltrage peut �etre �elimin�e� Pour cela� rempla�cons le s�eparateur G� par

G� !




 � g����	g����	

�

 �g����	

�g����	 


�
�

Cette op�eration consiste simplement �a remplacer le �ltre direct associ�e �a G�

par un �ltre en boucle ayant les m�emes gains� comme le montre la �gure ���

	�
Dans la situation 
 pr�ec�edente� le s�eparateur G� donne les deux sources par
r���	 ! s���	 et r���	 ! s���	� Dans la situation �� on peut obtenir les sources
en sortie de G� en proc�edant de deux fa�cons �

� En �ltrant r� par g�� et r� par g��� on obtient les sources par r���	 ! s���	
et r���	 ! s���	� Notons que les sources sont permut�ees�

� On retrouve la source 
 sur la sortie 
 et la source � sur la sortie
� en r�ealisant une combinaison lin�eaire des entr�ees et des sorties du
s�eparateur� y���	� r���	 donne s���	� et y���	� r���	 donne s���	�

Les syst�emes de s�eparation donn�es ici supposent la connaissance du �l�
tre de m�elange + dans les situations de s�eparation aveugle de sources qui
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nous int�eressent� ici cette information n�est pas disponible� Pour obtenir le
s�eparateur� il su�t de d�eterminer les gains gij��	� Comme pour la s�eparation
de m�elanges simples� l�identi�cation de ces gains est r�ealis�ee en utilisant
l�ind�ependance des sources� Deux approches ont �et�e propos�ees fond�ees sur les
multispectres et les muticorr�elations �multi�outils	 ou sur les cumulants�

����� S�eparation par les multi
outils

L�ind�ependance des sources est une condition tr�es forte� Yellin et Wein�
stein ont donn�e dans ����� des conditions su�santes de s�eparation portant
sur les bispectres ou sur les trispectres des signaux observ�es et des sources
estim�ees� Ces r�esultats conduisent �a des algorithmes de s�eparation agissant
dans le domaine spectral ou dans le domaine temporel�

S�eparation par le bispectre

Pour les besoins de ce paragraphe et du suivant� nous introduisons
une notation suppl�ementaire pour les bi� et tricorr�elations� et les
bi� et trispectres� de fa	con �a manier simplement des inter�outils�

Soient s��t	 et s��t	 deux signaux� a priori �a valeurs complexes� On
d�e�nit alors� les indices prenant les valeurs � ou ��

C
sk

sisj
���� ��	 ! Cum�si�t	� sj�t $ ��	� s

�
k�t� ��	��

qui est une bicorr�elation si i ! j ! k et une interbicorr�elation
sinon� Par analogie avec les notations d�evelopp�ees au chapitre
�� l�instant de r�ef�erence t est l�argument de l�indice en bas �a
gauche� et par cons�equent concerne un terme non conjugu�e� On peut
�evidemment d�e�nir d�autres bicorr�elations en changeant de place
les indices j et k� c�est��a�dire en conjugant de fa	con di��erente les
termes intervenant dans le cumulant� La transformation de Fourier
de la bicorr�elation pr�ec�edente d�e�nit le bispectre not�e S

sk

sisj
���� ��	�

De la m�eme mani�ere� on d�e�nit la tricorr�elation

C
sksl

sisj
���� ��� ��	 ! Cum�si�t	� sj�t $ ��	� s

�
k�t� ��	� s

�
k�t� ��	��

dont la transform�ee de Fourier conduit au trispectre
S
sksl

sisj
���� ��� ��	�

Etant donn�e le m�elanges de deux sources s��t	 et s��t	� pour pouvoir
r�ealiser la s�eparation� il su�t que� pour toutes les valeurs des fr�equences �� et
��� le bispectre de chacune des sources S

si

sisi
���� ��	 soit di��erent de � et que�

pour toutes les valeurs des fr�equences �� et ��� le bispectre S
sk

sisj
���� ��	 soit

nul lorsque l�on n�a pas i ! j ! k�



���� S�eparation de m�elanges convolutifs ���

Le s�eparateur sera obtenu en annulant les bispectres S
r�

r�r�
���� ��	 et

S
r�

r�r�
���� ��	 des sources estim�ees� En outre� le syst�eme global de s�eparation doit

v�eri�er la condition Det�Q��	� �! �� pour �eviter la solution triviale Q��	 ! ��
Le syst�eme de s�eparation est donn�e par�

r���	
r���	

�
!

�

 �g����	

�g����	 


��
y���	
y���	

�
� ���
�	

dans lequel on a forc�e �a 
 les termes diagonaux pour obtenir les sources au
niveau des capteurs sans �ltrage suppl�ementaire� En rempla�cant� dans le bis�
pectre S

r�

r�r�
���� ��	� la composante r����	 par son expression donn�ee par ���
�	

on obtient�

S
r�

r�r�
���� ��	 ! S

r�

r�y�
���� ��	� g�����	S

r�

r�y�
���� ��	�

De m�eme
S
r�

r�r�
���� ��	 ! S

r�

r�y�
���� ��	� g�����	S

r�

r�y�
���� ��	�

Les sources �etant ind�ependantes� ces deux bispectres sont nuls� On en d�eduit

g�����	 !
S
r�

r�y�
���� ��	

S
r�

r�y�
���� ��	

��� ���

	

g�����	 !
S
r�

r�y�
���� ��	

S
r�

r�y�
���� ��	

���� ���
�	

Le membre de droite de l��equation donnant g�����	 d�epend de g�����	 et vice�
versa� On peut donc r�esoudre ce syst�eme par it�eration� Dans le calcul on doit
disposer des bispectres qui sont estim�es par l�une des m�ethodes classiques
donn�ees au chapitre �� Notons que l�on peut utiliser la redondance des relations
���

	 et ���
�	� qui sont vraies pour toute valeur de ��� pour am�eliorer la
pr�ecision statistique de l�estimation�

On peut �egalement obtenir la matrice de s�eparation dans le domaine tem�
porel� Dans cette approche� le s�eparateur est mod�elis�e par un �ltre �a r�eponse
impulsionnelle �nie �RIF	

r��t	 ! y��t	�
p�X

k�p�

aky��t� k	

r��t	 ! y��t	�
q�X

k�q�

bky��t� k	�

Dans ce mod�ele on peut introduire des �ltres non causaux en prenant des
valeurs n�egatives pour p� et q��
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La condition su�sante de s�eparation appliqu�ee aux bicorr�elations stipule
que la s�eparation est r�ealis�ee si les bicorr�elations

C
r�

r�r�
���� ��	 ! Cum�r��t	� r��t $ ��	� r

�
��t� ��	�

! C
r�

r�y�
���� ��	�

q�X
k�q�

bkC
r�

r�y�
��� � k� ��	

et

C
r�

r�r�
���� ��	 ! Cum�r��t	� r��t $ ��	� r

�
��t� ��	�

! C
r�

r�y�
���� ��	�

p�X
k�p�

akC
r�

r�y�
��� � k� ��	�

sont nulles pour toutes les valeurs de �� et ��� En exprimant la nullit�e de ces
bicorr�elations� on obtient pour les coe�cients ak et bk les �equations lin�eaires

p�X
k�p�

akC
r�

r�y�
��� � k� ��	 ! C

r�

r�y�
���� ��	 ��� et �� �����	

q�X
k�q�

bkC
r�

r�y�
��� � k� ��	 ! C

r�

r�y�
���� ��	 ��� et ��� ����
	

Comme pr�ec�edemment� ces �equations peuvent �etre r�esolues par un algorithme
it�eratif� Les valeurs des bicorr�elations qui interviennent dans ce calcul sont
estim�ees �a partir de la r�ealisation particuli�ere des signaux d�entr�ee et de sortie
par les m�ethodes donn�ees au chapitre �� La redondance apparaissant dans
les relations �����	 et ����
	 peut �etre utilis�ee pour augmenter la pr�ecision
statistique du r�esultat� Etant donn�ee la forme retenue pour le syst�eme de
s�eparation ���
�	� on obtient� �a une permutation pr�es� la source 
 sur le capteur

 et la source � sur le capteur ��

L�utilisation des bispectres permet donc de r�ealiser la s�eparation de
sources dont le bispectre est di��erent de �� Pour les sources ayant une densit�e
de probabilit�e paire le bispectre est nul� On peut alors r�ealiser la s�eparation
en utilisant le trispectre�

S�eparation par le trispectre Les r�esultats donn�es pour le bispectre sont
�etendus dans ����� au trispectre�

La condition su�sante de s�eparation porte sur les valeurs du trispectre�
On pourra s�eparer deux sources s��t	 et s��t	 si leurs trispectres sont non nuls
pour toutes les valeurs des fr�equences� Comme pr�ec�edemment� la s�eparation
peut �etre faite dans le domaine spectral ou dans le domaine temporel�
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Dans le domaine spectral� les relations ���

	 et ���
�	 deviennent

g�����	 !
S
r�r�

r�y�
���� ��� ��	

S
r�r�

r�y�
���� ��� ��	

��� et ��

et

g�����	 !
S
r�r�

r�y�
���� ��� ��	

S
r�r�

r�y�
���� ��� ��	

��� et ��

La redondance de ces relations est deux fois plus importante que
pr�ec�edemment � on peut les moyenner sur �� et �� pour am�eliorer l�estimation�

En temps� avec les notations pr�ec�edentes� on obtient pour les coe�cients
ak et bk

p�X
k�p�

akC
r�r�

r�y�
��� � k� ��� ��	 ! C

r�r�

r�y�
���� ��� ��	 ���� ��� et ��

q�X
k�q�

bkC
r�r�

r�y�
��� � k� ��� ��	 ! C

r�r�

r�y�
���� ��� ��	 ���� ��� et ���

����� S�eparation par les cumulants

Une approche par un algorithme en boucle� g�en�eralisant aux m�elanges
convolutifs la m�ethode donn�ee au paragraphe ������ est d�ecrite dans �
����
Reprenons les notations pr�ec�edentes et appelons r�t	 les sources estim�ees�
L�annulation des cumulants d�ordre � sym�etriques Cum�ri�t	� ri�t	� rj�t	� rj�t	�
pour i �! j est une condition su�sante de s�eparation lorsque les kurtosis des
sources sont de m�eme signe� Sur cette base on peut construire un syst�eme
adaptatif convergeant vers le s�eparateur en �xant pour chaque composante ak
ou bk de la matrice de s�eparation la r�egle d��evolution

ak�t	 ! ak�t� 
	� �Cum�r��t� 
	� r��t� 
	� r��t� 
	� r��t� 
	��

En parall�ele� on doit faire �evoluer les cumulants� On peut choisir un estimateur
adaptatif des cumulants avec facteur d�oubli�

Il est montr�e dans �
���� sur la base d�une �etude exp�erimentale� que la
r�egle d�adaptation utilisant les cumulants sym�etriques est mal conditionn�ee�
Les auteurs proposent de les remplacer par les cumulants non sym�etriques
Cum�r��t� 
	� r��t� 
	� r��t� 
	� r��t� 
	� et Cum�r��t� 
	� r��t� 
	� r��t�

	� r��t� 
	�� La r�egle d�adaptation est alors mieux conditionn�ee mais il existe
des solutions parasites que l�on peut identi�er� a posteriori� en testant la nullit�e
du cumulant sym�etrique�
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Conclusion et commentaires Les voies de recherche conduisant �a la so�
lution du probl�eme de la s�eparation de m�elanges convolutifs ont �et�e ouvertes�
Notre appr�eciation est que ce domaine de recherche� tr�es riche d�applications�
reste encore largement inexplor�e� Avant de v�eritablement ma��triser ces
syst�emes� de nombreux probl�emes de stabilit�e et de convergence devront �etre
r�esolus� En�n les algorithmes propos�es laissent encore de nombreux choix ou�
verts et la question de leur sensibilit�e au bruit est encore largement inexplor�ee�


�� Domaines d�application

Les applications potentielles de la s�eparation de sources concernent de
nombreux domaines� Si les m�elanges simples �sans retards	 sont bien ma��tris�es�
les m�elanges complexes �convolutifs	 requi�erent le d�eveloppement de nouvelles
techniques�

Des algorithmes de s�eparation de sources par des statistiques d�ordre
sup�erieur ont �et�e propos�es dans divers domaines d�application�

� La s�eparation de sources vibrantes appliqu�ee au contr�ole d�un atelier dans
lequel fonctionnent simultan�ement plusieurs machines ou �a la discr�etion
acoustique des navires� Dans ce contexte� des exemples de mise en oeuvre
sont pr�esent�es dans �

��

� L�augmentation du tra�c autour des a�eroports conduit �a la pr�esence de
plusieurs a�eronefs dans chacune des voies des radars de contr�ole� Dans
��
� on d�ecrit un syst�eme de s�eparation d�ordre sup�erieur permettant de
s�eparer les cibles pr�esentes dans la m�eme voie du radar�

� En traitement des �electrocardiogrammes� un exemple c�el�ebre de traite�
ment est� pour une femme portant un enfant� la s�eparation du signal
�electrique issu du c�ur de la m�ere de celui �emis par le c�ur du f�tus
�
��� 
�
�� Les auteurs de ���� montrent les am�eliorations apport�ees au
traitement �a l�ordre � par la mise en oeuvre de techniques d�analyse en
composantes ind�ependantes�

Ces exemples montrent que les techniques de s�eparation de sources sont
sur le point de d�eboucher au niveau des applications� On peut� pour terminer�
�evoquer d�autres domaines o�u les applications appara��ssent �

� la lecture de badges �electroniques� lorsque plusieurs badges sont capt�es
simultan�ement�

� la r�eduction de bruit sur des signaux de parole et son application au
t�el�ephone mains�libres�

� la localisation de sources sonores� � �
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Glossaire �
�

Glossaire
SOS Statistiques d�Ordre Sup�erieur
TF Transform�ee de Fourier

TFD Transform�ee de Fourier Discr�ete
TZ Transform�ee en Z

Filtre AR Filtre AutoR�egressif
Filtre MA Filtre �a Moyenne Ajust�ee

Filtre ARMA Filtre AutoR�egressif �a Moyenne Ajust�ee
i�i�d� ind�ependant et identiquement distribu�e
N Ensemble des nombres entiers
Z Ensemble des nombres entiers relatifs
R Ensemble des nombres r�eels
C Ensemble des nombres complexes
x Les vecteurs sont distingu�es en gras
A Les matrices sont distingu�ees par des capitales

A�� Matrice inverse
A� Matrice pseudo	inverse

z�� x� Conjugaison complexe
x
T � AT Transposition �sans conjugaison�
xy� Ay Transposition et conjugaison
Re Partie r�eelle
Im Partie imaginaire
��t� Distribution de Dirac ou symbole de Kronecker

selon le contexte

Variables et vecteurs al�eatoires

E��� Esp�erance math�ematique

Cum��� Cumulant

Cum�x� y� z� Cumulant des variables x� y� z

�
x

jk

i
Moment des variables al�eatoires xi� x

�
j � x

�
k

��
x �p�

Moment centr�e d�ordre p de x

�
x

���

���
Cumulant Cum�x� x� x�� x��

�
x

j

i

Cumulant des variables al�eatoires xi� x

�
j � x


K
x

jk

i

Cumulant standardis�e de variables al�eatoires

dk�r� Cumulant estim�e par k�statistique



�
� Glossaire

Signaux �a valeurs r�eelles

C
x �p�

�t� ou C
x �p�

�t� �� Multicorr�elation non stationnaire d�ordre p

C�
x �p�

�t� ou C�
x �p�

�t� �� Multicorr�elation non stationnaire des moments

d�ordre p
C
x �p�

��� Multicorr�elation d�ordre p

�
x �p�

��� Multispectre sym�etrique

S
x �p�

��� Multispectre stationnaire

C�
x �p�

��� Multicorr�elation stationnaire des moments

C
d

x �p�
�k� Diagonale de la multicorr�elation

C
l

x �p�
�k� Coupe de la multicorr�elation selon

les retards l�� � � � � lp��

Signaux �a valeurs complexes

C
x

�q�

�p�
�t� ou C

x

�q�

�p�
�t� �� Multicorr�elation non stationnaire d�ordre p q

C�
x

�q�

�p�
�t� ou C�

x

�q�

�p�
�t� �� Multicorr�elation non stationnaire des moments

C
x

�q�

�p�
��� Multicorr�elation d�ordre p q

C
x

�q�

�p�
��� �� Multicorr�elation cyclique d�ordre p q

S
x

�q�

�p�
��� �� Multicorr�elation spectrale d�ordre p q

S�
x

�q�

�p�
��� �� Multicorr�elation spectrale des moments

bS
x

�q�

�p�
��� �� Multicorr�elation spectrale estim�ee

P
x

�q�

�p�
��� Multip�eriodogramme

C



x

�q�

�p�
�t� ou C




x

�q�

�p�
�t� �� Multicorr�elation locale



Index

Algorithme
C�q� k�� ���
adaptatif� �
�
de Bussgang� ���
de Godard� ���
de Levinson� ���
de Sato� ���
en ligne� �
�
gradient stochastique� ��

LMS� ��
� ���
par bloc� �
�
RLS� ���� ���

Analyse
en composantes ind�ependantes�

���
en composantes principales� ���

Angle
de Givens� ���

Aplatissement� �
Asym�etrie

d�e�nition� �

Bicepstre� ���
Bicoh�erence� �
�

et �ltre lin�eaire	quadratique� �
�
sym�etrie� �
�

Bicorr�elation� ��� ��

signal �a m�emoire limit�ee� ��
sym�etrie� �

variance d�estimation� ��

Bicorr�elogramme� 
�
Bip�eriodogramme

liss�e� 
�� 


moyenn�e� 
�� 


variance� ��

Bispectre� ��

Blancheur

�a l�ordre �� ��

du bruit� ���
parfaite� ��
spatiale du bruit� �
�

Blanchiment
�a l�ordre �� �
�� ���
spatial� ���� �
�

Borne
de Cramer	Rao� ���

Bruit blanc� ��
�a l�ordre q� ��
�a l�ordre �� ��
gaussien� ��
parfait� ��

Capteurs virtuels� ���
Causalit�e� ��
Centre de phase� ���
Cepstre� ��
Circularit�e� ��� �
�
Coe�cients de Fourier	Bohr� �
�
Coh�erence� �



et �ltre lin�eaire	quadratique� �


Condition de Shannon� ��

spatiale� ���
Contr�ole non destructif� ���
Contraste� ���� �
�
Corr�elation� ��

signal �a m�emoire limit�ee� ��
sym�etrie� �


Covariance
non lin�eaire� ���� ��


Crit�ere
d�adaptation� �
�� ���
de Paley	Wiener� ��

Crochet
notation� ��

Cumulant� ��
additivit�e� ��

�
�



�
� Index

crois�e� �
�
d�e�nition� 

de variables ind�ependantes� ��
estimation� ��
formule de Leonov	Shiryayev� ��
invariance par translation� ��
multilin�earit�e� ��
multivariable� ��
notation� 

standardis�e� �� ���
tenseur� ��

Cyclostationnarit�e
au sens strict� �
�
faible� �
�
forte� �
�

D�ecomposition en valeurs singuli�eres�
���

D�econvolution� ���
aveugle� ���

D�ephasage
entre capteurs� ���

D�eveloppement en s�erie
de densit�es de probabilit�e� ��
de Edgeworth� ��� ��
de Gram	Charlier� ��� �



Densit�e de probabilit�e� �
Diagonalisation

conjointe� �
�
de la quadricovariance� ���

Diaphonie� ���
Distance

�a l�ind�ependance� �
�
�a la loi gaussienne� �
�

Divergence de Kullback� ��
Diversit�e

spatiale� ��

spectrale� ��

temporelle� ��


Echantillonnage� ��
condition de Shannon� ��
fr�equence� ��
p�eriode� ��
spatial� ���
th�eor�eme� ��

Egalisation� ���
Entropie� ��� ���
Equations

aux di��erences� �

de Yule	Walker� ���

Equivariance� ���� ���
Ergodisme� ��� �

Espace des observations� ���
Estimateur

de cumulants� ��
de cumulants standardis�es� ��
de l�asym�etrie� ��
de la bicorr�elation� ��
de moments� ��
du bispectre� 
�
du kurtosis� ��
du maximum de vraisemblance�

�


r�ecursif des cumulants� ��

Filtrage
en Z� ��
en fr�equences r�eduites� ��
lin�eaire� 
�
lin�eaire et invariant� ���

Filtre
�a temps discret� ��
de m�elange� ���
de phase� ���
de quadrature� 
�
en treillis� ���
lin�eaire	quadratique� �
�� �


non lin�eaire� ���
spatial� ���

Filtre lin�eaire
AR� �

ARMA� ��
BI �AR� ���
MA� �

�a phase minimale� ��� �

blanchisseur� ��� ���
causalit�e� ��
inverse� ���
relations de Bode	Bayard� �

stabilit�e� ��

Filtres de Volterra� ��� ��� ���



Index �
�

�a temps continu� ���
�a temps discret� �
�
identi�cation� ���
mod�elisation� �
�
soustraction de bruit� ���� ���
stabilit�e� ���
sym�etrie� ���� �



Fonction
de vraisemblance� �
�
caract�eristique
premi�ere� �
seconde� �

de r�epartition� �
de transfert� �

presque	p�eriodique� ���

Fonction d�apodisation� 


de Parzen� 
�
optimale� 
�
uniforme� 
�

Fonctionnelle du goniom�etre
d�ordre �� ���
d�ordre 
� ��


Formation de voies
�a l�ordre �� ���
�a l�ordre 
� ���

Gain
complexe� �


Goniom�etre� ��

�a l�ordre �� ���
�a l�ordre 
� ���

Identi�abilit�e� ��
� ���� ���� ���
Identi�cation aveugle� ���� ���

crit�eres� ���
en fr�equence� ���
�ltre AR� ���
�ltre ARMA� ���
�ltre MA� ��

kurtosis� ���
multicepstre� ���
param�etrique� ���
r�ecursive� ��


Incr�ement spectral� 
�� 
�
Ind�ependance statistique� ��� ���
Information de Fisher� ���

Information mutuelle� ��� ��� �
�
Interf�erences intersymboles� ���
Interspectre� ��


k	statistiques
d�e�nition� �


Kurtosis� ���� ���
d�e�nition� �
des sources� ���� �
�

Leonov	Shiryayev
formule de� ��

Limite centrale
th�eor�eme� ��

Localisation de sources� ���
Log	vraisemblance� �
�

M�elange
convolutif� ���� ��
� ���� ���
instantan�e� ���� ���� ��

simple� ���� ���
spectral� ���� ��
� �
�

M�ethode
alg�ebrique� ���
d�optimisation� ���
directe� ��
� ���
en boucle� ���

Matrice
cumulante� ���� �
�
de covariance� ��
de covariance non lin�eaire� ����

���
de Givens� ���� ���� ���
pseudo	inverse� ��

s�eparatrice� ���� ���

Matrice spectrale� ��

des observations� ��
� ���
du bruit� ��

du signal� ��


Maximum de vraisemblance� ���� �
�
Mod�elisation� ��� ���

syst�emique� ���
Mod�ele

d�observation� ���
lin�eaire� ��

Moment
d�e�nition� �



�

 Index

estimation� ��
g�en�eralis�e� �
hybride non lin�eaire� ���
multivariable� ��

Moyenne
d�ensemble� ��
empirique� ��

Multicepstre� ���
Multicorr�elation� ��

�a temps continu� ��
�a temps discret� ��
d�e�nition� ��
des moments� �

estimation� �
� ��
�ltrage lin�eaire� ��
�ltrage lin�eaire discret� ��
lignes	coupes� ���
signal �a m�emoire limit�ee� ��
signal �a valeurs complexes� ��
sym�etrie� �


Multicorr�elation cyclique� �
�
propri�et�es� �
�

Multicorr�elation locale� ��

Multicorr�elation spectrale� �



estimation� �
�
�ltrage lin�eaire� �
�
propri�et�es� �
�

Multip�eriodogramme� 
�� ��
Multiplicit�e gaussienne� 
�
Multiplicit�e stationnaire� 

� 
�� 
�� ��
Multispectre� 
�

d�e�nition� 
�
de Wigner	Ville� ���
en Z� ��
en fr�equences r�eduites� ��
estimation� �
� 
�
�ltrage lin�eaire� 
�
�ltrage lin�eaire discret� ��
interpr�etation� 


lignes	coupes� ���
signal �a bande limit�ee� ��
signal �a valeurs complexes� 


signal analytique� 
�
signal circulaire� 
�
signaux �a temps discret� ��
spectre diagonal� ���� ���

sym�etrie� 
�
Multispectre sym�etrique� 
�

cyclostationnarit�e� �


signal �a valeurs complexes� 
�

MUSIC� ��


N�eguentropie� �
� �
�
Nombre de sources� ���� ���
Notation

crochet� ��

Onde
plane� ���� ��

sph�erique� ���

P�ole� �

Param�etres

de localisation� ���
Pas

d�adaptation� �
�� ���
Phase

d�eroulement� ���
minimale� ���
nulle� ���

Point d��equilibre� �
�� ���
Polyn�omes

de Hermite� ��
Produit

de Kronecker� ���� ��
� ���� ���
tensoriel� ���� ���

Projection� ���
Prospection sismique� ���� ���� ����

���� ���

Quadricovariance� ���� ���� ���� �
��
�
�

des observations� ���

R�eduction de bruit� ���� �
�� ���� ���
R�ef�erence bruit seul� ���� ���
R�eponse impulsionnelle� ��

�nie� ��
in�nie� ��

R�eseau
de capteurs� ���
neuromim�etique� ���� �
�
virtuel� ���



Index �
�

R�egle d�adaptation� �
�� �
�� ���� ���
Radar� ���� ���
Recherche exhaustive� �
�
Relation suppl�ementaire� ��

Relations

de Bode	Bayard� �

de Kramers	Kronig� ��

Repr�esentation de Cram�er� 
�
Repr�esentation syst�emique� ��
Repr�esentation temps	fr�equence� ���

bilin�eaire� ���
classe de Cohen� ��

de Wigner	Ville� ��

spectrogramme� ���

Repr�esentation temps	multifr�equence�
���

classe g�en�erale� ���
de Wigner	Ville� ���
estimation� ���
multispectrogramme� ���

S�eparateur� �
�
S�eparation

aveugle� ���
de m�elanges convolutifs� ��
� ���
de m�elanges instantan�es� ���
de m�elanges simples� ���
de m�elanges spectraux� ��


S�eparation de sources� ���� ���
�a l�ordre �� ���

Signal
�a bande limit�ee� ��
�a m�emoire limit�ee� ��
�a temps discret� ��
�a valeurs complexes� ��
al�eatoire� ��� ���
analytique� 
�
blanc� ��
circulaire� 
�
composite� ��
d��energie �nie� ��
d�eterministe� ��� ���
de puissance moyenne �nie� ��
harmonique� ��

lin�eaire� ���
multidimensionnel� ���

multivariable� ���
p�eriodique� ��
sinuso!"dal� ��
spatio	fr�equentiel� ��
� ���
spatio	temporel� ���� ��

transitoire� ��

Signaux al�eatoires
cyclostationnaires� ���� �
�
non stationnaires� ��� ��
� ���
stationnaires� ��

Sonar� ��
� ���� ���
Sous	espace bruit� ���� ���� ��


d�ordre 
� ��
� ���
Sous	espace signal� ���� ���� ��
� ��


d�ordre 
� ��
� ���
Soustraction de bruit� ���
Spectre� ��


de ligne� ���
diagonal� ���

Stabilit�e BIBO� ��� ���
Standardisation� ��� �


Syst�eme

adaptatif� �
�
boucl�e� ��
� �
�� ���
en ligne� ��

lin�eaire� 
�
lin�eaire et stationnaire� ��
neuromim�etique� �
�
stable et causal� ��
stable� causal� causalement in	

versible� ��

T�el�ecommunications� ���
Tenseur� ��
Traitement d�antenne� ���

aux ordres sup�erieurs� ���
Transform�ee de Fourier

discr�ete� ��
�ltres de Volterra� ���

Transformation de Hilbert� 
�
Transformation en Z� �

Transformation en fr�equences

r�eduites� �

Tricorr�elation� ��� ���
Trispectre� ���

Valeur propre



��� Index

dominante� ��

minimale� ���

Vari�et�e d�antenne� ���
Variable al�eatoire

N 	PSK� ��� �
�
�a valeurs complexes� �

binaire� ��
centr�ee� 

circulaire� ��
circulaire �a l�ordre r� �

complexe� �
� ��
de Laplace� �
du Chi	deux� ��
exponentielle� �
gaussienne� 
� �
gaussienne complexe circulaire� ��
gaussienne g�en�eralis�ee� �

ind�ependance� ��
multidimensionnelle� ��
Poisson� ��
scalaire� �
standardis�ee� �� ��
uniforme� �

Variance
d�une variable al�eatoire� �
de l�asym�etrie estim�ee� ��
du kurtosis estim�e� ��

Vecteur
directionnel� ���� ��
� ���� ��

source� ���� ��


Vitesse
de convergence� ���

Z�ero� �




Les cinquante derni�eres ann�ees ont vu la naissance du traitement du si	
gnal� Cette nouvelle discipline s�inscrit dans la r�evolution issue de l��emergence de
l�information et de la communication� Les syst�emes de traitement d�evelopp�es en trai	
tement du signal sont essentiellement fond�es sur l�utilisation des statistiques d�ordre
��

Nous pr�esentons ici le chapitre du traitement du signal qui s�ouvre avec la
mise en #uvre de techniques faisant appel aux statistiques d�ordre sup�erieur �a ��
Nous d�ecrivons l�ensemble du nouveau paysage en partant des bases math�ematiques
conduisant �a des outils de description et de caract�erisation� et d�ebouchant sur des
syst�emes de traitement qui viennent compl�eter les moyens d�ej�a disponibles�

En rassemblant cette mati�ere nous avons voulu permettre aux �etudiants� aux
chercheurs et aux ing�enieurs de s�initier �a ce nouveau champ de connaissance qui
n�a pas encore livr�e toutes ses potentialit�es de recherche et de d�eveloppement�

Jean�Louis Lacoume� professeur des Universit�es �a l�ENSIEG �Institut
National Polytechnique de Grenoble�� et Pierre�Olivier Amblard� charg�e de
recherche au CNRS� travaillent au Centre d�Etude des PH�enom�enes Al�eatoires et
G�eophysique �CEPHAG�� Pierre Comon est enseignant �a EURECOM Sophia	
Antipolis et directeur de recherche associ�e au CNRS�




